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Kurzzusammenfassung: Modellselektion bei Prognosen: Ein Vergleich von Kreuz-
validierungsverfahren im Rahmen von Zeitreihenprognosen

Das Kreuzvalidierungsverfahren wird verwendet, um den Prognosefehler eines Modells abzuschéitzen. Das
Verfahren wird sowohl zur Modellvalidierung, als auch zur Modellselektion bei Prognosen eingesetzt. Diese
Arbeit befasst sich mit der Anwendung der Kreuzvalidierung bei stationdren Zeitreihen. Der Einsatz der
Kreuzvalidierung bei Zeitreihen wirft aufgrund der bestehenden Autokorrelation theoretische Probleme auf.
Infolgedessen wurden mehrere Kreuzvalidierungstechniken speziell fiir den Fall entwickelt, dass die Daten
abhéngig sind. Doch welches dieser Kreuzvalidierungsverfahren die robustesten und aussagekriftigsten
Prognosefehlerabschéitzungen in stationiren Zeitreihendaten bietet, konnte bislang in der Literatur nicht
beantwortet werden. Fiir die Beantwortung der Forschungsfrage wurde ein empirisches Experiment
verwendet. Es wurden vier Arten der Kreuzvalidierung in drei Anwendungsszenarien anhand von
synthetischen und realen Daten untersucht. Die Ergebnisse zeigen, dass die geblockte und die hv-geblockte
Kreuzvalidierung die robustesten Prognosefehlerschitzungen liefern, wenn synthetische Daten verwendet
werden und das Prognosemodell geeignet oder nicht ganz optimal ist. Diese Erkenntnis ist unabhéngig von
der Lange der Zeitreihe.

Schlagworter:

Kreuzvalidierung, Modellselektion, Modellvalidierung, Prognose, Zeitreihen, stationér, Holdout

Abstract: Model Selection for Predictions: A comparison of cross-validation methods in
the context of time series forecasts

Cross-validation is used to estimate the forecast error of a given model. The method is used both for model
validation and for model selection for predictions. This thesis deals with the application of cross-validation
for stationary time series. The use of cross-validation for time series raises theoretical caveats due to the
existing autocorrelation. Following, several cross-validation techniques have been developed for the case
that the underlying data is dependent. However, the existing literature cannot answer the question, which
of these cross-validation methods offers the most robust and meaningful forecast error estimates in
stationary time series data. An empirical experiment was used to answer this research question. Therefore,
four types of cross-validation have been examined in three application scenarios using synthetic and real-
world data. The received results show that blocked and hv-blocked cross-validation provide the most robust
forecast error estimates when synthetic data are used and the forecast model is appropriate or sub-optimal.
This finding is independent of the length of the time series.

Keywords:

Cross-validation, Model Selection, Model Validation, forecast, time series, stationary, Holdout
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1 Einleitung

Eines der Kernthemen von Internet of Things (IoT) ist die sinnvolle Verarbeitung der
generierten Daten [Hal7, S. 206]. Mit Hilfe von unterschiedlichen Modellen kénnen diese
Daten mitunter dafiir verwendet werden Prognosen fiir die Zukunft abzugeben. Das Ziel
von statistischen Modellen ist die mathematische Erfassung realer Zusammenhinge,
welche eine Abschéitzung von Zielgr6fen in Abhingigkeit von bekannten Werten anderer
Variablen erlaubt. Exakte Vorhersagen von Einzelbeobachtungen anhand von
statistischen Modellen sind prinzipiell nicht méglich, da der Zufall hier eine zu grol3e Rolle
spielt. Doch selbst fiir die deterministische Komponente von Prozessen existiert praktisch
kein Modell, das zukiinftige Werte exakt iiber den gesamten Anwendungsbereich
darstellt. Wie der Statistiker George Box formulierte: ,,All models are wrong, but some are

useful.“ [BD87, S.74].

Im Kontext der Prognose von Zeitreihendaten bedeutet dies, dass jedes Prognosemodell
Fehler in der Vorhersage von zukiinftigen Beobachtungen aufweist. In der
Modellselektion bei Prognosen gilt es daher, jenes Prognosemodell mit seinen Parametern
zu wahlen, dass den kleinsten Vorhersageverlust besitzt. Mit anderen Worten, sollte jenes
Modell unter allen Kandidatenmodellen gewédhlt werden, das den kleinsten

Prognosefehler besitzt [DTJ18].
1.1 Problemstellung

Zur Modellselektion bei Prognosen gibt es viele verschiedene Techniken. Eine hiervon ist
die validierungsbasierte Modellselektion mittels Kreuzvalidierungsverfahren. Dieses
bewertet die Leistung des Prognosemodells anhand einer Schiatzung des Prognosefehlers
[DTJ18]. Folglich wird das Kreuzvalidierungsverfahren fiir die folgenden zwei Aufgaben
verwendet: (1) um eine Schitzung der Zuverldssigkeit und Genauigkeit des Modells
abzugeben und (ii) diese Bewertung als Modellselektionskriterium zu verwenden, um das

beste Prognosemodel unter den Kandidaten zu wihlen [BB12, S. 192].

Der Statistiker Seymour Geisser bewies, dass die standardméBige k-fache
Kreuzvalidierung eines der zuverldssigsten Modellvalidierungsverfahren ist, wenn
Beobachtungen unabhingig und identisch verteilt (u.i.v.) sind [Ge75]. Einer der Griinde
hierfiir ist die effiziente Nutzung der vorhandenen Daten [AC10, S.61]. Das Problem ist
jedoch, dass viele reale Datensétze nicht u.i.v. sind. Ein Beispiel fiir solch einen Datensatz

sind Zeitreihen. Zeitreihendaten sind eine sortierte Folge von Daten, die in regelméafBigen



Intervallen erfasst werden. Ein typisches Merkmal von Zeitreihen ist, dass die Daten oft
abhangig voneinander sind [CTMZ20, S.2]. Diese Abhéngigkeit wirft theoretische Probleme
fir die Verwendung der standardmé&lBligen k-fachen Kreuzvalidierung als
Modellvalidierungsverfahren in Zeitreihendaten auf. Infolgedessen wurden mehrere
Kreuzvalidierungstechniken speziell fiir den Fall entwickelt, dass die Daten abhéangig
sind: die geblockte Kreuzvalidierung [Sn88], die modifizierte Kreuzvalidierung [MT98]
und die hv-geblockte Kreuzvalidierung [Ra00]. Welche dieser Varianten der
Kreuzvalidierung sich am besten als Modellvalidierungs- und Modellselektionstechnik in
Zeitreihendaten eignet, konnte bislang in der Theorie nicht beantwortet werden. Diese

Liucke versucht die Masterarbeit zu verkleinern.

Eine zuverlidssige Beurteilung des statistischen Modells ist ein kritischer Punkt bei der
Modellsuche. Die Wahl des richtigen Kreuzvalidierungsverfahrens ist daher

entscheidend, um zuverlédssige Prognosen zu erhalten.
1.2 Ziel und Hypothese

Das  Arbeitsziel der Masterarbeit ist die Qualifikation der  vier
Kreuzvalidierungsmethoden als Modellvalidierungsverfahren in
Zeitreihenprognoseaufgaben zu vergleichen und diese empirisch auf ihre Eignung zu
testen. Anhand eines Experimentes mit synthetischen und realen Zeitreihendaten soll

eine Antwort auf die folgende Forschungsfrage gefunden werden:

Welches Kreuzvalidierungsverfahren bietet die robustesten und aussagekréiftigsten

Prognosefehlerabschitzungen in stationiren Zeitreihendaten?

Dartber hinaus wird untersucht, ob die theoretischen Miéangel der k-fachen
Kreuzvalidierung in der Praxis relevant sind und welchen Einfluss die Datenlédnge der

Zeitreihe auf die Leistung der vier Kreuzvalidierungsverfahrens hat.
1.3 Struktur der Arbeit

Die Arbeit bietet zunichst einen Uberblick tiber die theoretischen Grundlagen fiir die
Analyse und Prognose von Zeitreihen, die im Rahmen dieser Masterarbeit relevant sind.
Dies umfasst eine Einfihrung in grundlegende Begriffe der Zeitreihenanalyse, sowie eine
Beschreibung des Autoregressiven Modells und des Moving Average Modells.
Anschlieflend wird die Modellselektion bei Prognosen niher erldutert und in Kapitel 3 die

theoretische Grundlage fiir das validierungsbasierte Modellselektionsverfahren gesetzt.



Dabei wird erklart, wie die Modelselektion mithilfe des Holdout-Verfahrens und der vier
untersuchten Kreuzvalidierungsverfahren (k-fache Kreuzvalidierung, geblockte
Kreuzvalidierung, modifizierte Kreuzvalidierung und die hv-geblockte Kreuzvalidierung)
erfolgt. Im Anschluss daran wird auf die Vor- und Nachteile der Kreuzvalidierung
eingegangen, sowie einige Anwendungsbeispiele des Verfahrens in der Praxis aufgezeigt.
Kapitel 2 bis 6 stellen daher den Literaturteil der Arbeit dar. Ziel ist den aktuellen
Wissensstand zum  Thema ,Modellselektion bei  Prognosen anhand des
Kreuzvalidierungsverfahrens“ zusammenzufassen und die bestehenden Liicken

hervorzuheben, welche diese Arbeit versucht zu minimieren.

Die Beantwortung der gestellten Forschungsfrage erfolgt anhand eines empirischen
Experimentes. In Kapitel 7 wird der Aufbau dieses Experimentes ausfiihrlich vorgestellt.
Dabei wird insbesondere auf die verwendeten synthetischen und realen Datensitze, das
angewandte Prognosemodell, die verwendeten Fehlermalle, sowie die drei
Anwendungsszenarien und die untersuchten Modellvalidierungsverfahren eingegangen.
Dieses Kapitel soll eine umfassende Verstidndnisgrundlage fiir das durchgefiihrte
Experiment in R schaffen. Das darauffolgende Kapitel wertet die erzielten Ergebnisse des
empirischen Experimentes aus, welche anschlieBend in Kapitel 9 noch auf den Einfluss
der Datenlédnge der Zeitreithe tberprift werden. Zum Abschluss erfolgt eine
Zusammenfassung der Resultate, gefolgt von einer Diskussion der Methode und einem

Ausblick auf offene Fragestellungen zu dieser Arbeit.



2 Lineare Modellierung von Zeitreihen

Die Verwendung der linearen Zeitreihenanalyse ist in vielen Bereichen der Informatik
etabliert. So werden Zeitrethenmodelle beispielsweise fiir die Vorhersage von
Systemausfillen, in der Erkennung von Anomalien oder in der Uberwachung von
Netzwerkverkehr verwendet. Weitere Anwendungsgebiete der Zeitreihenanalyse
befinden sich im Bereich kiinstliche Intelligenz, Machine Learning und Internet of Things,
um Muster in den Zeitreihendaten zu erkennen oder um Prognosen zu treffen. Diese
Masterarbeit beschéftigt sich mit der Prognose von Zeitreihendaten. Das grundlegende
Konzept bei der linearen Prognose von Zeitreihendaten besteht darin, dass ein

zukiinftiger Wert x;,; eine lineare Beziehung zu anderen Zeitreihendaten aufweist.

Dieses Kapitel enthélt eine Einfihrung in Grundbegriffe und Aufgaben der
Zeitreihenanalyse, sowie eine Darstellung der wichtigsten linearen Prozessmodelle fir
Zeitreihen. Es werden die theoretischen Grundlagen fur die Analyse und Prognose von
Zeitreihendaten dargestellt, die in den nachfolgenden Kapiteln dieser Masterarbeit
verwendet und vorausgesetzt werden. Da es eine Vielzahl an Bilicher gibt, die das Thema
Zeitreihenanalyse detailliert aufrollen (siehe [BD16, Hall, Ha94]) werden einige Aspekte
nur kurz zusammengefasst. Jene Aspekte, die im Zusammenhang mit der Masterarbeit
stehen, werden hingegen ausfiihrlicher beleuchtet. Hierzu gehoren Begrifflichkeiten wie

stationar und Autokorrelation.
2.1 Grundlagen der Zeitreihenanalyse

Eine Zeitreihe ist eine Reihe von Beobachtungen x;, die jeweils zu einem bestimmten
Zeitpunkt t = 0,1, 2, ... aufgezeichnet werden. Erfolgt die Aufzeichnung in regelmafBigen
Intervallen (stiindlich, tdglich, monatlich, usw.) so handelt es sich um eine diskrete
Zeitreihe. Da auch Prozesse in kontinuierlicher Zeit nur zu diskreten Zeitpunkten
gemessen werden, werden in der Praxis diskrete Zeitreihen betrachtet, wie beispielsweise

bei der Wetterprognose oder der Analyse von Verkaufszahlen [BD16, S. 1-2].

Das grundlegende Ziel in der Zeitreihenanalyse ist die Bestimmung eines Modells, das
das Muster der Zeitreihen optimal beschreibt. Das gefundene Modell wird anschlieBend

verwenden, um

die wichtigsten Merkmale des Zeitrethenmusters zu beschreiben;

zukiinftige Werte der Zeitreihe zu prognostizieren;



zu erklaren, wie sich die Vergangenheit auf die Zukunft auswirkt; oder
um als Kontrollstandard zu dienen, damit Abweichungen schnell entdeckt werden

[Jo22, S. 3-4].

Diese Masterarbeit beschrankt sich auf die Prognose von diskreten Zeitreihenwerten. Bei
der Prognose von Zeitreithendaten werden zukiinftige Beobachtungen anhand von
historischen Daten vorhergesagt. Die historischen Daten werden nach Trends und Muster
untersucht, um diese Informationen dann fir die Vorhersage zukinftiger Werte zu
verwenden. Diese Aufgabe erweist sich jedoch oft als schwierig, da Zeitreihendaten
komplexe Muster aufweisen, wie beispielsweise Trends, Saisonalitidten, Zyklen und
unregelméBige Schwankungen. Auch der Zufall spielt eine entscheidende Rolle, weshalb
dies in den stochastischen Prozessen ebenfalls beachtet wird [HA18]. Um Zeitreihendaten

bestmoglich prognostizieren zu kénnen, sollten

die Zeitreihendaten stationér sein;

aktuelle Beobachtungen der Zeitreihe von den vergangenen Beobachtungen
abhéngen;

keine Werte in der Zeitreihe fehlen; und

die zufalligen Fehlerterme &; normalverteilt sein [Jo22, S.4].

Schwach stationidre Zeitreihen besitzen einen konstanten Mittelwert, eine konstante
Varianz und die Kovarianz ist unabhéngig von der Zeit. Mit anderen Worten hingen die
ersten und zweiten Momente der Zeitreihe nicht vom Zeitpunkt der Beobachtung ab. Eine
Verschiebung entlang der Zeitachse hat keine Auswirkung auf den Mittelwert, die
Varianz und die Kovarianz. Fir eine stationére Zeitreihe {xy, x,, ... , x;} missen fir alle t

und p folgende zwei Bedingungen erfiillt sein:

@) E(xy) = E(xp) = =E(xp) = i (1)
(ii) Cov(xy, X14p) = Cov(xy, xz4p) =+ = Cov(xy, Xp4p)s 2)

wobei t einen gegebenen Zeitpunkt angibt und p eine beliebige Verschiebung entlang der
Zeitachse ist. Bedingung (i1) impliziert, dass die Varianz konstant ist und daher
unabhéngig von der Zeit t ist: Var(x;) = Var(x,) = --- = Var(x,) = 02 [Ha94, S. 34]. Die
Annahme der Stationaritat ist flr Zeitreihenprognosen wichtig, da sie den
Modellierungsprozess deutlich vereinfachen. Sind die Zeitreihendaten stationér, so
bleiben die statistischen Eigenschaften der Zeitreihe auch in der Zukunft gleich. Mithilfe
von historischen Daten kénnen so genauere Prognosen tiber zukiinftige Beobachtungen

erzielt werden. Sind die Zeitreihendaten nicht stationér, so dndert sich die statistische



Eigenschaft der Zeitreihe bei Verschiebung entlang der Zeitachse, was eine genaue
Prognose deutlich erschwert. Fiir die Uberpriifung der Stationaritit einer Zeitreihe kann
beispielsweise der Augmented Dickey-Fuller (ADF)-Test verwendet werden. Im Fall, dass
die Daten nicht stationdr sind, konnen sie durch eine (saisonale) Differenzierung

transformiert werden, um stationéare Daten zu erhalten [HA18].

Die Autokorrelation ist ebenfalls eine wichtige Annahme, um Zeitreihen bestmoglich
prognostizieren zu konnen. Sie misst die vorhandene Abhéngigkeit zwischen einer
aktuellen Beobachtung und einer vergangenen Beobachtung in einer Zeitreihe. Die p-te
Autokorrelation eines schwach stationdren Prozesses, bezeichnet als p,,, ist definiert als

die p-te Autokovarianz geteilt durch die Varianz,

Cov (Xt Xttp) _ Cov(xtxtip)

Pp = JVar(xy) JVar(xeep) - a?

3)

Gleichung 3 verdeutlicht, dass die Autokorrelation bei einem stationidren Prozess
ausschlieBlich von der zeitlichen Distanz p (auch als Lag bezeichnet) abhingt. Zum
Beispiel misst p; die lineare Abhéngigkeit zwischen x; und x,, und pg die Abhéngigkeit

zwischen x; und x,; [Ha94, S. 49].

Zeitreihen, die keine Autokorrelation aufweisen, werden als White Noise-Prozesse
bezeichnet. Der oft als auch Zufallsprozess bezeichnete stochastische Prozess ¢; besitzt die

Eigenschaften, dass

& 1dentisch verteilt ist;
E(e;) = 0; und
Cov(et, &r4p) = 0 fiir alle p # 0.

White Noise-Prozesse sind oft ein wichtiger Bestandteil von verschiedenen Modellen in
der Zeitreihenanalyse, darunter auch bei Autoregressiven- und Moving Average-Modellen

[HA18].

Fir die Prognose von Zeitreihen gib es viele verschiedene statistische Modelle. Die Wahl
des Prognosemodells héngt hierbei insbesondere von den Merkmalen in den
Zeitreihendaten ab. Zu den wichtigsten Prozessmodellen fir Zeitreihen gehort der White
Noise-Prozess, der Random Walk-Prozess, der Moving Average-Prozess, sowie der
Autoregressive-Prozess [Bi23]. Diese Masterarbeit verwendet ein Autoregressives-Modell
und ein Moving Average-Modell, weshalb diese Modelle in den néchsten Unterkapiteln

naher dargestellt werden.



2.2 AR-Modellierung von Zeitreihen

Autoregressive-Modelle (AR) basieren auf der Idee, dass der aktuelle Wert der Zeitreihe
x; als Funktion von p vergangenen Werten x;, x;_j, ..., X;—p erklart werden kann, wobei p
als Lag bezeichnet wird und die Anzahl der Schritte in der Vergangenheit bestimmt.
Beobachtungen aus fritheren Zeitschritten werden als Eingangsparameter genutzt, um
den Wert des niachsten Zeitschritts vorherzusagen. Formal entspricht ein AR-Modell
einem linearen Regressionsmodell fiir x; mit den vergangene Werten als Regressoren
[SS11, S. 84]. Handelt es sich beispielsweise um ein AR(1) Modell, so bedeutet dies, dass
p = 1 ist. Der aktuelle Wert x; kann anhand der vergangenen Beobachtung x;_, erklart

werden. Mathematisch kann dies durch Gleichung 4 dargestellt werden,

Xy = C+ Pxpq + & 4)

¢ 1st eine Konstante und ® ist ein Koeffizient der bestimmt, in welchem Mal} der Prozess
von seinen, eigenen vergangenen Werten beeinflusst wird. & reprédsentiert den
Fehlerterm und ist ein White Noise-Prozess mit E(g,) =0 und Var(s,) = 2. Der
Fehlerterm ¢; stellt die unvorhersehbare Komponente des Prozesses zum gegebenen

Zeitpunkt t dar [SS11, S.85].

Damit ein AR(1)-Prozess schwach stationér ist, muss der Betrag des Koeffizienten &
kleiner als eins sein. Ist |®| > 1, so akkumulieren sich die Einfliisse von &, &_1, &, ... fir
die Zeitreihe x, was zu einem nicht-stationdren Prozess fihrt. Gilt |®| <1, so
verschwinden die Einfliisse von &,&._1,¢&_5, .. flir die Zeitreihe x und der Prozess ist

stationar [Ha, S. 53].

Abbildung 1 veranschaulicht im oberen Teil (a) einen stationdren AR(1)-Prozess mit & =
—0.7 und zeigt im unteren Teil (b) einen nicht stationdren AR(1)-Prozess mit ® = —1.03.
In beiden Fillen ist 62 = 1 und der Koeffizient @ ist negativ. Ein negativer Wert von &
bedeutet, dass zwei aufeinander folgende Beobachtungen negativ korreliert sind, aber
Beobachtungen, die zweil Zeitpunkte auseinander liegen, positiv korreliert sind. Ist
beispielsweise x; positiv, so ist die ndchste Beobachtung x;,; in der Regel negativ und die
ubernéchste Beobachtung x;,, typischerweise erneut positiv. Dieses Muster ist in beiden
Zeitdiagrammen in Abbildung 1 deutlich erkennbar. Der entscheidende Unterschied
zwischen den zweil Diagrammen ist der Wert von @, der bei einem AR(1)-Prozess
verantwortlich fiir die Annahme der Stationaritét ist. Im oberen Zeitdiagramm (a) ist der
Betrag des Koeffizienten @& kleiner als eins. Der dazugehoérige Prozess weist keine

langfristigen Trends oder systematische Verdnderungen im Zeitverlauf auf. Der
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Mittelwert und die Varianz des Prozesses bleiben tiber den gesamten Beobachtungsraum
konstant. Solch ein stationédrer Prozess wird auch als stabil bezeichnet, da der Prozess
nicht unbegrenzt wichst oder zerfillt. Im unteren Zeitdiagramm (b) ist der Betrag des
Koeffizienten @ grofler als eins und der Prozess daher nicht stationir. Konkret bedeutet
dies in diesem Fall, dass die Varianz des Prozesses im Laufe der Zeit immer grof3er wird.
Die Beobachtungen werden sukzessive in absoluten Werten immer groB3er, weshalb solch
ein Prozess auch als explosiv bezeichnet wird. Dieses Verhalten ist charakteristisch fiir

einen nicht-stationdren AR(1)-Prozess mit einem negativen ®-Koeffizienten [SS11].

(a). stationdrer AR(1)-Prozess
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% —
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Abbildung 1: Veranschaulichung eines (a) stationdren AR(1) Prozesses mit @ = —0.7 und eines (b) nicht
stationdren AR(1) Prozesses mit @ = —1.03.



Bei einem AR-Prozess zweiter Ordnung ist der aktuelle Wert der Zeitreihe x; von den
vergangenen zwei Beobachtungen x;_; und x;_, abhingig. Die Gleichung eines AR(2)

Modells hat daher die Form

X = q)lxt_l + q)zxt_z + Et. (5)

Damit ein AR(2)-Prozess stationidr ist, missen die Koeffizienten ®; und &, die

Bedingungen erfiillen, dass

o q)1+(l)2<1,
o &, —d, <2;und
o |q)2|<1.

Nur wenn alle drei Bedingungen erfiillt sind, ist ein AR(2)-Prozess stationér [SS11, S.96].
Ob ein AR(2)-Prozess stationér ist oder nicht, hat bei der Prognose von Zeitreihen eine

zentrale Bedeutung.

Aus Gleichung 4 und 5 lasst sich die allgemeine Form eines AR-Modells der Ordnung p
ableiten. Ein AR(p)-Modell hat daher die Form

Xe = CH+ Pyxpq + Poxpg + Paxp_g + -+ +Ppxp_ ) + & (6)

Wenn p >3 ist, so sind die Bedingungen fiir einen stationdren AR(p)-Prozess viel

komplexer. Eine detaillierte Erklarung hierfiir bieten die Referenzen [Hall, Ha94, SS11].
2.3 MA-Modellierung von Zeitreihen

Ein Moving Average-Modell (MA) ist ein regressionsidhnliches Modell und verwendet den
aktuellen Fehlerterm & und eine lineare Kombination von vergangenen Fehlertermen
Etr Et—1, Et—2s ) Et—g, UM den aktuellen Wert der Zeitreihe x; zu bestimmen. Der Fehlerterm
¢ ist ein White Noise-Prozess mit E(g;) = 0, Var(e,) = 6 und Cov(g, &4,) = 0 fiir alle p #
0. Die Ordnung q gibt die Anzahl der Schritte in der Vergangenheit an. Somit bestimmt g
die Anzahl an vergangenen Fehlertermen in dem MA-Modell. Bei einem MA-Prozess der

Ordnung 1, hiangt beispielsweise der aktuelle Werte x; von den Fehlertermen ¢; und &;_;

ab

Xe=cC+ e +0&_4. (7

Gleichung 7 veranschaulicht einen MA(1)-Prozess, wobei ¢ eine Konstante ist und 6 den

Koeffizienten des verzogerten Fehlerterms darstellt [SS11, S. 90].



Der Erwartungswert von x; ist

E(x;) =E(c+¢& +0¢&_1) =c+E(g) +E(lg_1)=c+0+0=c, )
da ¢ ein White Noise-Prozess mit Erwartungswert null ist.
Die Varianz von x; ist gegeben durch

Var(x,) = E(x; — €)? = E(e — 95t—1)2 = C)
= E(e? — 20&,5,_1 + 0%ef_ 1) =
=02+0+6%2 =
= (1+6?)d2.

Die erste Autokovarianz ist

Cov(xs, xe—q) = E((xt — ) (X1 — C)) = (10)

=E((ec + 0&-1)(er-1 + Oc-3)) =

= E(&r&p—1 + Ot 1+ Og5_y + 0%i_15._, = O02.
Gleichung 8, 9 und 10 zeigen, dass sowohl der Erwartungswert, als auch die Varianz und
die Kovarianz des MA(1)-Prozesses Konstanten sind. Alle drei Momente sind keine
Funktionen der Zeit t, sondern immer konstant. Dies impliziert, dass ein MA(1)-Prozess
immer eine schwach stationédre Zeitreihe ist. Der Mittelwert, die Varianz und die
Kovarianz sind unabhéngig von der Zeit. Im Gegensatz zu einem AR-Modell, spielt bei
einem MA-Modell die Wahl des Koeffizienten 8 keine tragende Rolle in der Entscheidung,
ob der Prozess stationér ist oder nicht [Ha94, S. 48].

Im Allgemeinen ist ein MA-Modell der Ordnung q gegeben als,
Xe=C+ &+ 0164+ 06 5+ -+ 0464 (11)

Auch hier sind Erwartungswert, Varianz und Kovarianz unabhéngig von der Zeit t. Ein
MA(q)-Prozess ist daher fiir beliebige Werte von (6,0, ..., 6,) stationdr. An dieser Stelle
seil jedoch angemerkt, dass ein MA(q)-Prozess nur stationir ist, wenn der Wert von g

endlich ist, sprich die Koeffizienten (64,65, ..., 0,) summierbar sind [Ha94, S. 51-52].

Zwischen AR- und MA-Modellen gibt es enge Zusammenhénge, da jeder stationdre AR(p)-
Prozess, als stationdrer MA(»)-Prozess dargestellt werden kann. Gleichung 12

veranschaulicht dies durch wiederholte Substitution fiir ein AR(1)-Modell.
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Xe=Cc+bx_ 1+ = (12)
=c+e+Pcteq)+ Pix, =
=cte+P(c+eq)+P(c+ey)+ P3x g =
=cte+Pc+eq)+P?(c+ey)+ P3c+g_3)+

Unter der stationdren Bedingung fiir einen AR(1)-Prozess, dass |®| < 1, kann der Prozess

daher auch in Form eines MA(c)-Modells ausgedriickt werden,

X = ch + Et + q)gt—l + CI)ZSt_Z + q)3€t_3 + - (13)

1_

Umgekehrt ist es auch moéglich jeden invertierbaren MA(q)-Prozess, als einen AR(0)-

Prozess darzustellen [HA18].
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3 Modellselektion bei Prognosen

Bei der Modellselektion steht meist die Frage: ,Welches Modell ist das Beste?“ im
Vordergrund. Die Bewertung von ,,das Beste® ist von verschiedenen Kriterien abhingig
und ist mit dem Modellierungszweck verbunden. Ist das Ziel des Modells beispielsweise
ein natiirliches Phianomen zu erkléaren, so werden zur Modellselektion andere Kriterien
herangezogen, als wenn das Ziel des Modells ist, eine Prognose zu treffen [Syl11]. Die
vorliegende Masterarbeit konzentriert sich auf die Modellselektion bei Prognosen,

weshalb im weiteren Verlauf die Kriterien hierfiir ndher beleuchtet werden.

In der Modellselektion bei Prognosen gilt es, jenes Prognosemodell (mit seinen
Parametern) zu wihlen, das die beste out-of-sample Vorhersagekraft bietet. Mit anderen
Worten, jenes Modell, das unter allen Kandidatenmodellen den kleinsten Prognosefehler
besitzt. In der Praxis kann der Prognosefehler jedoch nur mit Hilfe der In-Set-Daten
geschitzt werden, da die Out-Set-Daten zukiinftige Beobachtungen beinhalten und daher
nicht verwendet werden konnen.! Das Kriterium in der Modellselektion bei Prognosen ist

daher die Minimierung des geschéatzten Prognosefehlers [DTJ18].

Din

Abbildung 2: Typischer Verlauf einer Modellselektion bei Prognosen, in Anlehnung an [CTS21, S.5].

Abbildung 2 zeigt den typischen Verlauf einer Modellselektion bei Prognosen in der
Praxis. Fur die Modellselektion werden ausschlieflich die verfiigbaren In-Set-Daten D;,
verwendet. Dariiber hinaus ist eine Auswahl an Vorhersagemodellen M von n
Alternativen M ={M,,...,M,} gegeben. Mit Hilfe eines gewdahlten
Modellvalidierungsverfahrens V wird jede Alternative anhand der In-Set-Daten Dy,

bewertet. Jenes Modell, das die Vorhersagekraft geméafl dem Modellvalidierungsverfahren

1 Kapitel 7.1 bietet eine ausfiihrliche Erklarung fur die Begrifflichkeiten In-Set- und Out-Set-
Daten.
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maximiert, wird ausgewéhlt und in zukiinftigen Beobachtungen verwendet. Das Ziel
besteht darin M*€M zu finden, das Modell welches die beste out-of-sample
Vorhersagekraft besitzt. Formal lasst sich das Modellselektionsproblem wie folgt
darstellen [CTS21, S.5]:

M* € argmin (F’TE(M, Din, V)), (14)

wobei PE das FehlermaB des geschitzten Prognosefehlers darstellt (um den erwarteten
Fehler eines Prognosemodells zu quantifizieren), V das Modellvalidierungsverfahren und
D;, die In-Set Daten bezeichnet. Wie Gleichung 14 veranschaulicht, stellt der geschitzte
Prognosefehler PE eine Funktion dar, fiir deren Berechnung als Input das Prognosemodell
M, die In-Set-Daten D;, und das Modellvalidierungsverfahren V bendétigt werden. Der
Output von PE ist der erwartete Fehler des gewéhlten Prognosemodells. Gema dem
Modellselektionskriterium wird jenes Prognosemodell M* gewéahlt, dass den erwarteten
Fehler minimiert. Im Idealfall reprasentiert M* auch das Prognosemodell, dass den

kleinsten, tatsidchlichen Prognosefehler PE besitzt [CTS21, S.5].

Gewiinscht ist daher, dass PE so genau wie moglich den tatsichlichen Prognosefehler PE
approximiert, da nur dann davon ausgegangen werden kann, dass das gewdihlte
Prognosemodell M* auch das beste Modell unter Verwendung von zukiinftigen Daten
darstellt. Hierfiir wird jedoch eine verldssliche und genau Bewertung der Performance
eines  gegeben  Prognosemodells benotigt. Anders  formuliert, wird ein
Modellvalidierungsverfahren bendétigt, das robuste Abschitzungen des Prognosefehlers
bietet. Die Wahl des richtigen Modellvalidierungsverfahrens ist daher in der

Modellselektion bei Prognosen entscheidend.

Zwel typische validierungsbasierte Modellselektionsverfahren sind das Holdout-
Verfahren und die Kreuzvalidierung [CTM20, S.2]. Im anschlieBenden Kapitel erfolgt eine

detaillierte Beschreibung dieser beiden Modellvalidierungsverfahren.
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4 Validierungsbasierte Modellselektionsverfahren

Um die Prognosefihigkeit eines Modells zu beurteilen, kann das Holdout- oder das
Kreuzvalidierungsverfahren angewendet werden. Bei beiden Verfahren wird der
Datensatz in zwei Teile geteilt. Ein Teil des Datensatzes wird zur Kalibrierung des
Modells verwendet und der zweite Teil des Datensatz fiir die Uberpriifung der
Prognosefahigkeit. Je nach gewéahlter Modellvalidierungsmethode werden die Daten des
urspringlichen Datensatzes unterschiedlich aufgeteilt [Ku07, S.408]. Im folgenden
Abschnitt wird ausgefiihrt, wie die Modellselektion nach dem Holdout-Verfahren erfolgt.
Anschliefend daran werden die unterschiedlichen Varianten der Kreuzvalidierung

beschrieben. Bei beiden Verfahren wird ebenfalls auf die Vor- und Nachteile eingegangen.
4.1 Holdout-Verfahren

Wie in den frithen 30er Jahren von Selmer C. Larson festgestellt wurde, fithrt das
Trainieren eines Modells und das Bewerten seiner statistischen Prognosefdhigkeit
anhand derselben Daten zu einem iiberoptimistischen Ergebnis. Das Holdout-Verfahren
wurde entwickelt, um dieses Problem zu beheben, ausgehend von der Entwicklung, dass
die Uberpriifung des Prognosemodells mit den Testdaten erfolgt. Die Testdaten werden
bei der Kalibrierung des Modells nicht verwendet und dienen ausschliefllich zur
Schétzung der Leistung des Prognosemodells. Dieses methodische Vorgehen wird auch als

out-of-sample Validierung bezeichnet [AC10, S. 52].

In-Set-Daten

Training Test

Zeit

Abbildung 3: Prozess des Holdout-Verfahrens: Einteilung in Trainings- und Testdaten unter der Verwendung
von Zeitreihendaten, in Anlehnung an [CTMZ20, S.3].

Abbildung 3 demonstriert den Prozess des Holdout-Verfahrens. Hierbei wird der
urspringliche Datensatz in zwel disjunkte Teildatensétze aufgeteilt: (1) einem
Trainingsdatensatz, der zur Schéitzung der Modellparameter verwendet wird und (i1)
einem Testdatensatz, mit Hilfe dessen die Prognosefihigkeit des Modells tiberpriift wird.

Der Testdatensatz entspricht der Rolle neuer Daten und wird daher explizit bei der
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Kalibrierung des Modells nicht eingesetzt. Die Uberpriifung der Prognosegiite des Modells
erfolgt, indem die geschéatzten Werte (anhand der Trainingsdaten) mit den tatsédchlichen
Beobachtungen (Testdaten) verglichen werden. Bei der Aufteilung des Datensatzes muss
beachtet werden, dass sowohl die Trainings- als auch die Testdaten repréasentativ fiir den
Gesamtdatensatz sind. Zeitreithendaten stellen eine Besonderheit dar, da es sich hier nicht
um unabhéingige und identisch verteilte (u..v.) Zufallsvariablen handelt. Bei
Zeitreihendaten sollte der Datensatz daher nicht zuféllig, sondern nach der Zeit aufgeteilt

werden [Ku07, S.408].

Eine typische validierungsbasierte Modellselektion mit Hilfe des Holdout-Verfahrens
beinhaltet folgende vier Schritte:

1) Die Gesamtdaten werden in die Trainings- und Testdaten aufgeteilt. Die Zerlegung
erfolgt meist im Verhéltnis von 80/20 oder 70/30. Das bedeutet, dass 80% (70%) der
Gesamtdaten dem Trainingsdatensatz zugeordnet werden und die verbleibenden
20% (30%) dem Testdatensatz angehoren.

2) Der Trainingsdatensatz wird verwendet um die Parameter des Prognosemodells zu
schétzen. Dieser Vorgang wird auch als ,, Trainieren vom Modell“ bezeichnet.

3) Fir die Uberpriifung der Prognosefahigkeit des Modells kommt der Testdatensatz
zur Anwendung. Der Prognosefehler wird anhand der prognostizierten und
tatsachlich beobachteten Werte berechnet.

4) Es wird jenes Prognosemodell gewéahlt, dass den kleinsten, geschéatzten
Prognosefehler PE besitzt [Ku07].

Der Vorteil des Holdout-Verfahrens ist, dass die Datenaufteilung nur einmal ausgefiihrt
werden muss und diese Methode daher einen geringen Rechenaufwand besitzt. Die
Bewertung der Prognosefidhigkeit eines Modells kann jedoch einer hoheren Varianz
unterliegen als andere Modellvalidierungsverfahren. Dies liegt daran, dass die Bewertung
stark davon abhéngt, welche Datenpunkte in dem Trainingsdatensatz und welche in dem

Testdatensatz landen. Die Schétzung des Prognosefehlers kann daher je nach Aufteilung

deutlich voneinander abweichen [Sc23].
4.2 Kreuzvalidierungsverfahren

Die Kreuzvalidierung ist ebenfalls ein out-of-sample Validierungsverfahren und dhnelt in
ihrem Ablauf dem Holdout-Verfahren. Im Gegensatz zum Holdout-Verfahren erfolgt die
Datenaufteilung beim Kreuzvalidierungsverfahren nicht nur einmal, sondern wird k-Mal
durchgefiihrt. Das Hauptinteresse an der Kreuzvalidierung liegt in der Universalitit der
Datenaufteilungsheuristik. Es wird lediglich angenommen, dass die Daten u.i.v sind.
Daher kann die Kreuzvalidierung auf fast jeden Algorithmus in fast jedem Framework

angewendet werden, wie beispielsweise bei Regressionen, Dichteschétzungen oder
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Klassifikationen [AC10, S. 52]. Ein Anwendungsfall, wo der Datensatz nicht u.i.v. ist, sind
Zeitreihen. Zeitreihendaten sind eine sortierte Folge von Daten, die in regelmilBigen
Intervallen erfasst werden. Typisches Charaktermerkmal von Zeitreihen ist, dass die
Daten abhéngig voneinander sind [CTMZ20, S. 2]. Diese Abhéangigkeit wirft theoretische
Probleme far die Verwendung des standardmafBigen k-fachen
Kreuzvalidierungsverfahrens als Modellvalidierungsverfahren in Zeitreihendaten auf.
Daher wurden spezielle Kreuzvalidierungstechniken entwickelt, um den Fall abzudecken,
in dem die Daten voneinander abhingig sind. Hierzu zdhlen die geblockte
Kreuzvalidierung, die modifizierte Kreuzvalidierung und die hv-geblockte
Kreuzvalidierung [BB11, S. 851]. Die k-fache Kreuzvalidierung kann daher als
Standardprozedur bezeichnet werden. Die geblockte, modifizierte und die hv-geblockte
Kreuzvalidierung sind Varianten die entwickelt wurden, um die zeitliche Abhangigkeit

zwischen den Beobachtungen zu bewaltigen.

Die folgenden Unterkapitel gehen n#dher auf die einzelnen Varianten der
Kreuzvalidierung ein. Im speziellen sollen diese Unterkapitel Aufschluss auf die
Fragestellung geben, wie die Aufteilung der Beobachtungen des Gesamtdatensatzes in
Trainings- und Testdatensatz erfolgt. Denn dies ist der entscheidende Unterschied
zwischen den einzelnen Kreuzvalidierungsverfahren. Kapitel 4.2.1 stellt die
standardméBige k-fache Kreuzvalidierung vor. Da dieses Verfahren aufgrund der
theoretischen Méngel in der Theorie nicht gut fir Zeitreihen geeignet ist, wurden
abgewandelte Methoden der k-fachen Kreuzvalidierung entlang der Literatur vorgestellt.
Diese fiir Zeitreihen angepasste Kreuzvalidierungsverfahren sind in Kapitel 4.2.2 bis 4.2.4

detailliert erklart.
4.2.1 K-fache Kreuzvalidierung

Die Grundidee der k-fachen Kreuzvalidierung ist, dass der Gesamtdatensatz in k Blocke
geteilt wird. Jeder Block wird einmal als Testdatensatz verwendet und die
ubriggebliebenen k —1 Blocke als Trainingsdatensatz, fir die Kalibrierung des
Prognosemodells, eingesetzt. Die Bewertung der Prognosefihigkeit des Modells erfolgt
anhand des durchschnittlichen, geschatzten Prognosefehlers tiber die k-Blocke hinweg
[Ad23, S.5]. Abbildung 4 zeigt das Verfahren der k-fachen Kreuzvalidierung mit drei
Blécken. Die zwolf Beobachtungen sind als Symbole dargestellt, welche im Zuge der

Kreuzvalidierung in drei Blécke eingeteilt werden.
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Gesamtdatensatz ¥ADOXOKAX

Gesamt_datensatz OA NHxxA OO *
nach Mischung

Trainingsdaten Testdaten
Block 1 *xkA OO0 K @A ¥
Block 2 @A ¥ 00 % *x kA
Block 3 QA HXxXxA [ X ™

Abbildung 4: Beispielhafte Darstellung einer 3-fachen Kreuzvalidierung in Anlehnung an [KJ13, S. 71].

Ein typischer Ablauf der k-fachen Kreuzvalidierung als Modellselektionstechnik
beinhaltet folgende fiinf Schritte:

1) Der Gesamtdatensatz wird zufallig gemischt und in k gleich grofle Blocke
aufgeteilt. Jeder Block stellt daher eine Teilmenge der Gesamtdaten dar und

beinhaltet % zuféllig zugeteilte Beobachtungen, wobei n die Gesamtanzahl an

Beobachtungen angibt.

2) Block 1 kommt zur Anwendung: Es wird ein einfaches Holdout-Verfahren
durchgefiihrt, wobei Block 1 den Testdatensatz widerspiegelt und die ubrig
gebliecbenen k—1 Blocke den Trainingsdatensatz bilden. Anhand des
Trainingsdatensatzes wird das Prognosemodell kalibriert und zur Schitzung des
Prognosefehlers werden die Testdaten (entspricht den Daten aus Block 1)
herangezogen.

3) Schritt 2) wird fur alle K = 1,2, ..., k Blocke wiederholt. Am Ende dieses Schrittes
sind folglich k Prognosefehlerschéitzungen vorhanden.

4) Der Durchschnitt der erhaltenen k geschétzten Prognosefehlern wird berechnet.

5) Es wird jenes Prognosemodell gewihlt, dass den kleinsten, durchschnittlichen,
geschitzten Prognosefehler PE besitzt [HTF08, S.242].

Die Wahl der Anzahl an Blocken k ist normalerweise funf oder zehn, jedoch gibt es keine
formale Regel hierfiir. Mit steigender GréBe von k, nimmt der Bias (statistische
Verzerrung) des Validierungsverfahrens ab. In diesem Kontext ist der Bias die Differenz
zwischen den geschitzten und den tatsidchlichen Werten des Prognosefehlers [KJ13, S.
70]. Automatisch kénnte hieraus die Schlussfolgerung gezogen werden, dass die k-fache
Kreuzvalidierung umso genauer ist, je grofer k ist. Im Sinne des Bias ist diese
Schlussfolgerung auch richtig. Ist k = n, so ist der Bias des (erwarteten) Prognosefehlers
annidhernd bei null. Mit steigender Grofle von k, steigt aber auch die Varianz der
Kreuzvalidierung, da die gebildeten Trainingssdtze dann weniger stark voneinander
abweichen. Ein Prognosemodell mit hoher Varianz schenkt den Trainingsdaten zu viel

Aufmerksamkeit, weshalb die Verallgemeinerung auf noch unbekannte Daten darunter
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leiden kann. Im Sinne der Varianz ist daher die Schlussfolgerung falsch [HTFO08, S.243].
Studien von Breiman, Friedman [BF97] und Kohavi [Ko95] zeigen, dass die funf- oder
zehn-fache Kreuzvalidierung einen guten Kompromiss zwischen Bias und Varianz

darstellt.
4.2.2 Geblockte Kreuzvalidierung

Die geblockte Kreuzvalidierung [Sn88] ist sehr dhnlich zur standardméBigen k-fachen
Kreuzvalidierung. Der Unterschied besteht darin, dass der urspriingliche
Gesamtdatensatz nicht zufallig gemischt wird. Bei Zeitreihen entstehen dadurch k Blécke
zusammenhédngender Beobachtungen. Die natiirliche Reihenfolge der Beobachtungen
wird innerhalb jedes Blocks beibehalten, aber tiber die Blocke hinweg gebrochen [CTM20,
S. 5]. Dieser Ansatz der Kreuzvalidierung ist in Abbildung 5 dargestellt. Der einzige
Unterschied zu Abbildung 4 ist, dass kein zufilliges Mischen des Gesamtdatensatzes
stattfindet. Ein  typischer  Ablauf der geblockten Kreuzvalidierung als
Modellselektionstechnik setzt sich daher aus den Schritten 2) bis 5) der k-fachen

Kreuzvalidierung zusammen.

Gesamtdatensatz ¥ ADOXOKAX

Trainingsdaten Testdaten
Block 1 ADOXO¥A X 3
Block 2 * @A * ASOx
Block 3 AOOX O ¥ A X

Abbildung 5: Beispielhafte Darstellung einer geblockten, 3-fachen Kreuzvalidierung.

4.2.3 Modifizierte Kreuzvalidierung

Aufgrund der Annahme in der standardméfBligen k-fachen Kreuzvalidierung, dass die
Daten u.i.v. sind, stellen die Forscher Allan McQuarrie und Chih-Ling Tsai in ihrem
publizierten Paper [MT98] eine abgewandelte Methode fiir Zeitreihendaten vor: die
modifizierte Kreuzvalidierung. Voraussetzung fir die modifizierten Kreuzvalidierung ist,
dass es sich um eine stationidre Reihe handelt. Die Grundidee der modifizierten
Kreuzvalidierung ist Beobachtungen aus dem Trainingsdatensatz zu entfernen, die mit

dem Testdatensatz korrelieren, um so die Unabhingigkeit zwischen dem Trainings- und
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den Testdatensatz zu gewéhrleisten. Die Korrelation wird hierbei anhand der Ordnung p

des Autoregressiven Prozesses AR(p) bestimmt [BCB14, S. 4].

Ein kurzes Beispiel soll zum besseren Verstidndnis dieser Datenselektion dienen:
Angenommen die Beobachtung y: befindet sich nach Zuordnung im Testdatensatz und
beim Prognosemodell handelt es sich um ein Autoregressives Modell mit zwei Lags AR(2).
Dies bedeutet, dass aus dem Trainingsdatensatz jene zwei Beobachtungen entfernt
werden missen, die im urspriinglichen Gesamtdatensatz die letzte und vorletzte
Beobachtung vor y: sind, sprich y, und y;. Die Beobachtungen y, und y; sind mit der

Beobachtung y: korreliert und werden daher aus den Trainingsdaten entfernt.

Abbildung 6 veranschaulicht den Ansatz der modifizierten Kreuzvalidierung. Hier ist eine
modifizierte, 3-fache Kreuzvalidierung dargestellt, mit der Annahme, dass es sich beim
Prognosemodell um ein AR(1)-Modell handelt. Die Symbole stellen die Beobachtungen
dar, welche im Zuge der Kreuzvalidierung in drei Blocke eingeteilt werden. Jene
Beobachtungen, die sich innerhalb der zeitlichen Distanz von einer (entspricht dem Lag

p) Beobachtung eines Testdatenpunktes befinden, werden aus dem Trainingsdatensatz

entfernt.
Gesamtdatensatz KADOXOKAX
Gesamt.datensatz oA * x¥k A o0 *
nach Mischung

Trainingsdaten Testdaten

Block 1 xkxh O Q@A
Block 2 * A
Block 3 A k% 00 %

Abbildung 6: Beispielhafte Darstellung einer modifizierten, 3-fachen Kreuzvalidierung mit einem AR(1)-
Prognosemodell.

Ein typischer Verlauf der modifizierten Kreuzvalidierung als Modellselektionstechnik

setzt sich aus den folgenden fiinf Schritten zusammen:

1) Der Gesamtdatensatz wird zufillig gemischt und in k gleichgrofle Blocke
aufgeteilt, ident zur k-fachen Kreuzvalidierung.

2) Block 1 kommt zur Anwendung: Wie auch bei der k-fachen Kreuzvalidierung bildet
Block 1 den Trainingsdatensatz und die restlichen k—1 Blocke den
Trainingsdatensatz. Nun werden jene Beobachtungen aus den Trainingsdaten
entfernt, die mit den Testdaten korrelieren. Anhand der ubrig gebliebenen
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Trainingsdaten werden die Parameter des Prognosemodells geschitzt und mit
Hilfe der Trainingsdaten der Prognosefehler geschétzt.

3) Schritt 2) wird fir alle K = 1,2, ..., k Blocke wiederholt. Somit sind am Ende dieses
Schrittes k Prognosefehlerschiatzungen vorhanden.

4) Der Durchschnitt der erhaltenen k geschétzten Prognosefehlern wird ermittelt.

5) Es wird jenes Prognosemodell gewihlt, dass den kleinsten, durchschnittlichen,
geschétzten Prognosefehler PE besitzt [HTFO08, S.242].

Wie in Abbildung 6 zu erkennen ist, fuhrt die modifizierte Kreuzvalidierung dazu, dass
sehr viele Daten aus dem Trainingsdatensatz entfernt werden. Die Aussagekraft dieses
Verfahrens ist daher eng mit der Linge des Gesamtdatensatzes, der Léange des

Testdatensatzes und der Ordnung p verbunden [BCB14, S. 4].

4.2.4 Hv-geblockte Kreuzvalidierung

Gesamtdatensatz ¥ ADOXOKAX

Trainingsdaten Testdaten
Block 1 QO XxO¥A X 1k
Block 2 *A x AGOXx
Block 3 AQO O ¥ A

Abbildung 7: Beispielhafte Darstellung einer hv-geblockten, 3-fachen Kreuzvalidierung mit einem AR(1)-
Prognosemodell.

Wird der Gesamtdatensatz zufillig gemischt und anschlieBend die mit dem Testdatensatz
korrelierten Beobachtungen aus dem Trainingsdatensatz eliminiert, so kann dies zu
einem erheblichen Datenverlust fithren. In einigen Fille kann die Datenmenge im
Trainingssatz sogar so gering sein, dass eine Modellvalidierung nicht durchgefiihrt
werden kann [BCB14, S.4]. Die hv-geblockte Kreuzvalidierung, vorgeschlagen von Jeffrey
S. Racine [Ra00], bietet eine Losung fiur dieses Problem. Um den starken Datenverlust
entgegenzuwirken, erfolgt keine zufillige Mischung des Gesamtdatensatzes. Die
urspriingliche Reihenfolge der Beobachtungen wird beibehalten, wie bei der geblockten
Kreuzvalidierung. Das Eliminieren von abhingigen Beobachtungen ist daher nur an den
Grenzen des gewéhlten Blocks k erforderlich [BCB14, S.4]. Die Idee der hv-geblockten
Kreuzvalidierung ist in Abbildung 7 dargestellt, wo die zwo6lf Beobachtungen erneut durch
Symbole dargestellt sind. Es ist erkennbar, dass im Vergleich zur modifizierten
Kreuzvalidierung (siche Abbildung 6) deutlich mehr Beobachtungen im

Trainingsdatensatz enthalten sind.
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Das Verfahren der hv-geblockten Kreuzvalidierung ist beinahe ident zu jenem von der
modifizierten Kreuzvalidierung. Einziger Unterschied ist, dass der Gesamtdatensatz
nicht gemischt wird. Ein typischer Ablauf der hv-geblockten Kreuzvalidierung beinhaltet
die Schritte 2) bis 5) der modifizierte Kreuzvalidierung.
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5 Vor- und Nachteile des Kreuzvalidierungsverfahrens

Sind ausreichend Daten vorhanden, so stellt die Holdout-Methode eine einfache,
rechnerisch kostengiinstige Variante dar, um eine Modellselektion bei Prognosen
durchzufihren. Ist die Gesamtdatenmenge begrenzt, so bietet das Holdout-Verfahren
moglicherweise keine aussagekriftigen, robusten Ergebnisse [BCB14, S. 2]. Ein Vorteil
der Kreuzvalidierung ist, dass die Daten vollstdndig ausgeniitzt werden. Insbesondere
wenn die Datenlinge kurz ist, ist diese Eigenschaft ein entscheidender Vorteil.
Dementsprechend wird die Kreuzvalidierung gegeniber dem Holdout-Verfahren vor
allem dann préferiert, wenn der Datensatz wenige Beobachtungen beinhaltet. Der Vorteil,
dass das Kreuzvalidierungsverfahren den Datensatz voll ausnitzt, liegt insbesondere in
der Eigenschaft, dass bei diesem Verfahren jeder Datenpunkt genau einmal in dem
Testdatensatz und k — 1 mal in dem Trainingsdatensatz enthalten sein muss. Dadurch ist
es weniger entscheidend, wie der urspriingliche Datensatz aufgeteilt wird. Die
Kreuzvalidierung erméglicht, dass die geschétzte Fehlerprognose nicht von besonderen
Ereignissen innerhalb der Zeitreihe abhingig ist. Die Wahrscheinlichkeit, dass der
geschatzte Prognosefehler dem tatsdchlichen Prognosefehler entspricht, steigt

dementsprechend [BB12, S. 193].

Ein Nachteil der Kreuzvalidierung ist die Rechenintensivitéit, da das Holdout-Verfahren
praktisch k-mal durchgefithrt wird. Bei einigen Prognosemodellen kann sich dies,
aufgrund der benétigten Rechenleistung, als problematisch erweisen [Bi06, S. 33]. Hinzu
kommt ein theoretischer Nachteil des Kreuzvalidierungsverfahrens im Rahmen von
Zeitreihenprognosen: Eine grundlegende Annahme des Kreuzvalidierungsverfahrens ist,
dass die Daten u.i.v. sind [BB12, S.193]. Zeitreihen halten diese Annahme nicht ein, da
eine Autokorrelation zwischen den Daten besteht. Zeitreihendaten sind folglich nicht
unabhéngig. Um diesen theoretischen Mangel entgegenzuwirken, wurden die in Kapitel

4.2 erlauterten Varianten des Kreuzvalidierungsverfahren vorgestellt.

Zusammengefasst ist der groBte Vorteile des Kreuzvalidierungsverfahrens, dass jede
Beobachtung im Laufe der k-Wiederholungen einmal im Testdatensatz enthalten ist. Mit
steigendem Wert von k, sinkt der Bias der Kreuzvalidierung. Einen Nachteil bei
Zeitreihendaten stellt die Grundannahme dar, dass die Daten u.l.v. sind. Um diesen
theoretischen Mangel entgegenzuwirken, wurden mehrere abgednderte Verfahren der

Kreuzvalidierung entwickelt (siehe Kapitel 4.2).
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6 Anwendungsbeispiele des Kreuzvalidierungsverfahrens in

der Praxis

Die Kreuzvalidierung spielt im Bereich Datenanalyse eine entscheidende Rolle, um die
Prognosefahigkeit von Modellen und Methoden =zu bewerten. Anhand des
Kreuzvalidierungsverfahrens soll sichergestellt werden, dass die Vorhersagekraft des
Modells oder der Methode auch fiir neue, nicht bekannte Daten hoch ist. Ein haufiges
Einsatzgebiet der Kreuzvalidierung in der Praxis stellen Machine Learning Aufgaben dar.
Die Aufgabe der Kreuzvalidierung im Machine Learning Workflow ist, die Leistung des
Machine Learning Modells zu tiberprifen, mit dem Ziel das geeignete Prognosemodell fir

das spezifische Vorhersageproblem auszuwéhlen [LY23].

Doch die Kreuzvalidierung ist nicht ausschlieBlich auf Machine Learning Aufgaben
beschrankt. Das Validierungsverfahren wird auch in anderen Bereichen wie Predictive
Analytics, Statistik und anderen Datenanalyse-Anwendungen eingesetzt. Im Prinzip
findet die Kreuzvalidierung tiberall Anwendung, wo die Prognoseleistung von Modellen
oder Methoden bewertet werden soll [SK11, S.560]. Die praktischen Anwendungsbeispiele
sind dementsprechend in der Praxis sehr vielfialtig, da Prognosen in vielen Bereichen
benétigt werden. So werden beispielsweise Prognose in der Informatik verwendet, um
Systemausfille vorherzusagen, in der Industrie, um den Wartungsbedarf von Maschinen
zu antizipieren und in der Wirtschaft, fur die Schiatzung der Ausfallwahrscheinlichkeit
bei Kreditvergaben. Das Einsatzgebiet der Kreuzvalidierung ist dementsprechend sehr

breit gefiachert.

Ein Beispiel aus der Cloud-Computing-Branche soll das Aufgabengebiet und die
Bedeutung des Kreuzvalidierungsverfahren in der Praxis ndher darstellen. Konkret
handelt es sich hierbei um die Anwendung bei einem Cloud-Service-Level-Agreement
(Cloud-SLA). Ein Cloud-SLA ist eine rechtliche Vereinbarung zwischen einem Cloud-
Service-Provider und einem Kunden, um sicherzustellen, dass ein Mindestmal3 an Service
aufrechterhalten wird. Die Verletzung einer Verpflichtung aus dem Cloud-SLA fithrt aus
Sicht des Cloud-Service-Providers zu einer Geldstrafe und zu Reputationseinbullen,
weshalb versucht wird dies zu vermeiden. Ein zentraler Aspekt fiir die Vermeidung ist die
zukiinftige Dienstgite (Quality of Service) der Cloud-Parameter zu prognostizieren, um
festzustellen, ob sie zu VerstoBen fithren. Hierfiir werden verschiedene Prognosemethoden
eingesetzt, deren Ergebnisse jedoch stark von den Inputdaten abhingen. Die Auswahl

eines falschen Vorhersagealgorithmus kann zu einer Verletzung des Cloud-SLA fiithren.
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Aus diesem Grund ist es entscheidend, die Genauigkeit jeder Prognosemethode zu
uberpriufen. Eine eingesetzte Moglichkeit zur Bewertung der Genauigkeit der

Prognosemethode ist das Kreuzvalidierungsverfahrens [Hul8].
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7 Vorstellung des Experimentes

Das durchgefiihrte Experiment dient dazu, die folgende Forschungsfrage empirisch zu
beantworten: Welches Kreuzvalidierungsverfahren bietet die robustesten und
aussagekréiftigsten Fehlerabschidtzungen in stationédren Zeitreihendaten? Mit anderen
Worten wird untersucht, welches Kreuzvalidierungsverfahren den genausten Schétzer fur
den tatsdchlichen Prognosefehler bietet. Unter welchem Kreuzvalidierungsverfahren
entspricht der geschitzte Prognosefehler PE dem tatséchlichen Prognosefehler PE? In der
Theorie herrscht Uneinigkeit tiber die Beantwortung dieser Forschungsfrage. Aus diesem
Grund dient das folgende Experiment zur empirischen Untersuchung der
Forschungsfrage. An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass sich die Masterarbeit
ausschlieBlich auf stationire Zeitreithendaten beschréankt. Sind Zeitreithendaten stationér,
so dndern sich ihre statistischen Eigenschaften iiber die Zeit nicht. Der Mittelwert und
die Varianz der Zeitreihe bleibt iiber den gesamten Zeitraum hinweg konstant [BB12, S.
197]. Um eine breite Palette an Anwendungsszenarien abzudecken, werden die
Experimente unter Verwendung von synthetischen und realen Datensitzen, sowie unter

der Zuhilfenahme von verschiedenen Fehlermalien durchgefiihrt.

Im Folgenden erfolgt eine Beschreibung des allgemeinen Aufbaus des Experimentes, der
verwendeten Daten, des Vorhersagealgorithmus und des Prognosemodells, der drei
Anwendungsszenarien, der verwendeten Fehlermalle, sowie der untersuchten
Modellselektionsverfahren.. Die Experimente werden mit Hilfe der Open-Source Software

R durchgefiihrt.

Im Anhang befindet sich ein kurzes numerisches Beispiel der Durchfiihrung des
Experimentes. Dieses veranschaulicht anhand eines Datensatzes mit einer Datenlinge
von zehn, wie die standardmaBige 5-fache Kreuzvalidierung funktioniert. Das numerische
Beispiel soll zu einem besseren Verstidndnis des Aufbaus und der Durchfithrung des

Experimentes dienen.
7.1 Allgemeine Aufbau des Experimentes

Das experimentelle Design basiert auf dem Aufbau von Bergmeir, Benitez [BB12] und
Bergmeir, Costantini, Benitez [BCB14]. Der vorhandene Zeitreihendatensatz wird zuerst
in zwei Teile aufgeteilt: eine In-Set Menge und eine Out-Set Menge. Das In-Set enthélt
80% der Daten, das Out-Set 20%. In der Praxis konnen wir keine Schitzungen an der Out-

Set Menge vornehmen, da es zukiinftige Beobachtungen darstellt. Daher wird fur die
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Schitzung des Prognosefehlers PE ausschlieBlich auf das In-Set zuriickgegriffen. Hiermit
wird beurteilt, welches das beste Prognosemodell ist. Abbildung 8 veranschaulicht die
Aufteilung des Gesamtdatensatzes grafisch. Hier ist deutlich zu sehen, dass im ersten
Schritt der Gesamtdatensatz gemal einer 80/20 Aufteilung in In- und Out-Set Daten
geteilt wird. AnschlieBend werden die In-Set Daten gemédll des gewéhlten
validierungsbasierten Modellselektionsverfahrens (siehe Kapitel 4) in einen Trainings-
und Testdatensatz gesplittet und das Prognosemodelle evaluiert. Die Aufteilung des In-
Sets erfolgt ebenfalls anhand eines 80/20 Verhéiltnisses. Das Ziel der In-Set Daten ist den
Prognosefehler PE zu schitzen, den ein Prognosemodell durch ungesehene, zukiinftige
Beobachtungen erleiden wird. Die Out-Set Daten werden verwendet, um den

tatséchlichen Prognosefehler PE zu berechnen, den das Prognosemodell erlitten hat.

Gesamtdatensatz
(100%)
In-Set Daten Out-Set Daten
(80%) (20%)
Training Test
(80%*80%) (80%*20%)

Abbildung 8: Aufteilung des Gesamtdatensatzes in In- und Out-Set Daten.

Das Ziel des validierungsbasierten Modellselektionsverfahrens ist die Leistung des
Prognosemodells richtig zu bewerten. Dies bedeutet, dass jenes validierungsbasierte
Modellselektionsverfahren die robustesten Ergebnisse liefert, wo der geschitzte
Prognosefehler PE so gut wie méglich den tatséchlichen Prognosefehler PE approximiert
[CTMZ20, S.15]. In Kapitel 7.5 ,Fehlermale“ erfolgt eine Beschreibung wie diese

Approximation quantifiziert wird.
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7.2 Daten

Fir die Untersuchung der Forschungsfrage werden sowohl synthetische, als auch reale
Daten verwendet. Die synthetischen Daten werden anhand eines Autoregressiven Modells
mit zwei Lags AR(2) und eines Moving Average-Modells der Ordnung eins MA(1)
generiert. Das Ziel ist ein generelles Resultat zu erlangen. Mit anderen Worten, ein
Ergebnis zu  bekommen, welches unabhéingig von einem  bestimmten
Datengenerierungsprozess (DGP) ist. Aus diesem Grund werden insgesamt 1.000 Monte
Carlo Simulationen durchgefiihrt, sowohl bei der Generierung der AR(2) Daten, als auch
bei den MA(1) Daten. Das hierfiir verwendete stochastische Design basiert auf dem
publizierten Paper von Bergmeir, Benitez [BB12], so dass fir jede Monte Carlo Simulation

neue Parameter fiir den DGP gewéihlt werden.

Ein synthetischer Datensatz enthélt 198.000 Beobachtungen. Bei den realen Datensitzen,
werden zweil Datensétze untersucht, die jeweils 3.648 Beobachtungen beinhalten. Anhand
der Daten werden drei Anwendungsszenarien im Rahmen des Experimentes definiert,

welche in Kapitel 7.4 ndher erlautert werden.

7.2.1 Synthetische Daten

0 50 100 150 200

Zeit

Abbildung 9: Beispiel eines stationdren AR(2) Prozesses.

Fir Anwendungsszenario eins werden Daten von einem AR(2) Prozess y; = ®1y:_1 +
®,y,_, + & mit einer Datenldnge t von t = 200 generiert. Abbildung 9 zeigt einen
beispielhaften Prozess, welcher im Rahmen des Experimentes untersucht wird. Im

Rahmen der durchgefithrten Monte Carlo Simulationen werden unterschiedliche
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Konstanten ®,,®, fiir den DGP gewéhlt. Die hierfiir benotigten Parameter werden so
gewdahlt, dass es sich immer um einen stationdren AR(2) Prozess handelt. Dies bedeutet,

dass die Koeffizienten ®; und @, die drei Bedingungen erfiillen miissen, dass

o q)l + q)z < 1;
o &, —d, <2;und
o |d,] <1[HA1S8].

0 50 100 150 200

Zeit

Abbildung 10: Beispiel eines stationdren MA(1) Prozesses.

Anwendungsszenario zwei benétigt Daten von einem MA(1) Prozess y; = ¢+ & + 0,64
mit einer Datenldnge t von t = 200. Ident zu Anwendungsszenario eins werden 1000
Monte Carlo Simulationen mit verschiedenen Werten fiir 6; durchgefiihrt. Unabhéangig

von der Wahl von 0 ist ein MA(1)-Prozess immer stationér.

Abbildung 10 ist ein Zeitreihenplot und zeigt einen typischen, stationdren MA(1)-Prozess.
Es ist deutlich zu sehen, dass keine klaren Trends oder Muster im Zeitreihenprozess

gegeben sind, sondern die Beobachtungen um den Wert 4 schwanken.
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7.2.2 Reale Daten

Anwendungsszenario drei basiert auf realen, stationdren Daten. Die hierfir benétigten
Zeitreihendaten werden von dem Statistiker Rob Hyndman bereitgestellt und kénnen

unter der Website https://pkg.vangzhuoranyang.com/tsdl/articles/tsdl.html

heruntergeladen werden. In der Mastarbeit werden die beiden stationdren
Zeitreihendaten ,Daily maximum temperatures in Melbourne“ und ,Daily minimum
temperatures in Melbourne“ verwendet. Fir Anwendungsszenario drei werden die

Zeitreihendaten in eine Liste von Data Frames mit jeweils 200 Zeilen aufgeteilt.2

Héchsttemperatur in Melbourne

40
1

Celsius

20

10

T T
1982 1984 1986 1988 1990

Mindesttemperatur in Melbourne

Celsius

T
1982 1984 1986 1988 1990

Abbildung 11: Tdgliche Hochst- und Mindesttemperatur in Celsius in Melbourne.

Abbildung 11 veranschaulicht die tdgliche Temperatur in Celsius in Melbourne von
Janner 1981 bis Dezember 1990. Der obere Subplot zeigt die Hochsttemperatur, wahrend
der untere Subplot die Mindesttemperatur darstellt. Bei beiden Zeitreihenprozessen ist

das zugrunde liegende Zeitreihenmodell nicht bekannt. Es ist ausschlieBlich bekannt,

2 Die 200 Zeilen spiegeln die Datenldnge von 200 wider.
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dass der Prozess stationéar ist. Auffallig sind die saisonalen Muster in den Daten. In den
Monaten von Oktober bis Marz sind die Temperaturen deutlich héher, als in den Monaten
von April bis September. Die Hochsttemperatur in Melbourne schwankt zwischen 7 und
43.3 Celsius. Die Mindesttemperatur zwischen -0.8 und 26.3 Celsius. Bei beiden Subplots
gibt es keine offensichtlichen Ausreiller oder fehlende Werte in der Zeitreihe. Dies weist

darauf hin, dass der Datensatz zuverldssig und konsistent ist.
7.3 Vorhersagealgorithmus und Prognosemodell

In den Experimenten wird eine One-Step-Ahead-Vorhersage beriicksichtigt. Das
Prognosemodell ist eine multiple lineare Regression der Zeitreihe auf sich selbst mit zwei

Regressoren, der Form:

Ye+1 = Bo + b1Ye + B2Yi-1- (15)

Bo ist eine Konstante und f;,5, sind die Regressionskoeffizienten der unabhéngigen
Variablen y; und y;_;. y; stellt den aktuellen Wert zum Zeitpunkt t dar, y,_, ist der Wert
einen Zeitschritt vor t. Anhand dieser beiden Regressoren soll der zukiinftige Wert der
Zeitreihe y;,; prognostiziert werden. Die benétigten Parameter werden mit Hilfe der

Methode der kleinsten Quadrate (OLS-Methode) gefunden.

Die Wahl des Prognosemodells basiert auf den Referenzen [BB12, CTM20] und beruht auf
der Tatsache, dass der synthetischen DGP in Anwendungsszenario eins einem AR(2)-
Prozess folgt. AR-Modelle basieren auf der Idee, dass der aktuelle Wert der Zeitreihe y,
als lineare Funktion von p vergangenen Werten y;_4,y¢_5, ..., Y¢—p erkldrt werden kann,
wobeil p als Lag bezeichnet wird und die Anzahl der Schritte in der Vergangenheit
bestimmt. Der vorhandene, lineare Zusammenhang in AR-Modellen lasst darauf
schlieB3en, dass die Vorhersage einer Beobachtung von einem AR(2)-Modell der Form y, =

D,y 1 + Py, + & durch eine lineare Regression erfolgen kann:

Yes1 = C+ Py + Poyp_q, (16)

wo y;4+1 die Prognose basierend auf den beobachteten Daten y,,y,, ...., y; darstellt [SS11,
S. 84].

Um die Methode der kleinsten Quadrate bei AR-Modellen anzuwenden, miissen
Zeitreihen durch einen Einbettungsschritt vorverarbeitet werden [BB12, S.197]. Tabelle
1 zeigt ein numerisches Beispiel einer eingebetteten Zeitreihe mit Dimension funf. Jede

Zeile beinhaltet einen Zielwert, der anhand der vergangenen finf Beobachtungen (Lag 1
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bis 5) vorhergesagt werden soll. Im Zuge der Masterarbeit wird eine eingebettete
Zeitreihe der Dimension zwei verwendet, da das Prognosemodell eine multiple lineare
Regression mit zwei Regressoren ist. Ziel der eingebetteten Zeitreihen ist die passenden

Koeffizienten der Gleichung 15 mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate zu finden.

Datum Zielwert Lag1 Lag 2 Lag 3 Lag4 Lag5
1981-01-04 34.5 32.4 38.1 36.5 34.5 31.1
1981-01-05 20.7 34.5 32.4 38.1 36.5 34.5
1981-01-06 21.5 20.7 34.5 32.4 38.1 36.5
1981-01-07 23.1 21.5 20.7 34.5 32.4 38.1
1981-01-08 29.7 23.1 21.5 20.7 34.5 32.4
1981-01-09 36.6 29.7 23.1 21.5 20.7 34.5
1981-01-10 20.6 36.6 29.7 23.1 21.5 20.7

Tabelle 1: Numerisches Beispiel einer eingebetteten Zeitreihe mit Dimension fiinf.

7.4 Anwendungsszenarien

In dem Experiment werden drei Anwendungsszenarien (AS) untersucht:

1. AS.1: Die generierten, synthetischen Daten stammen von einem stationidren AR(2)
Prozess.

Der Zweck von AS.1 i1st zu veranschaulichen, wie sich die unterschiedlichen
Kreuzvalidierungsverfahren verhalten, wenn ein geeignetes Prognosemodell (multiple

lineare Regression mit zwei Regressoren) fiir die Vorhersage verwendet wird.

2. AS.2: Die generierten, synthetischen Daten stammen von einem MA(1) Prozess.

AS.2 demonstriert eine Situation, in der die generierte Zeitreihe nicht optimal anhand des
Prognosemodells vorhergesagt werden kann. In der Praxis reicht normalerweise eine
relativ geringe Anzahl an AR-Lags aus, um die Daten von einem MA(1) Prozess zu
modellieren [BB12, S. 204]. Das verwendete Prognosemodell kann deshalb einigermallen

gut an die Daten angepasst werden und so eine Vorhersage getroffen werden.
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3. AS.3: Es werden reale, stationdre Daten verwendet.

AS.3 spiegelt eine Situation wider, in der ein schlecht spezifiziertes Modell betrachtet
wird. Die Temperaturdaten (siehe Abbildung 11) zeigen eine starke saisonale
Komponente, weshalb das gewiahlte Prognosemodell falsch ist. Das Ziel ist zu
untersuchen, wie sich die unterschiedlichen Kreuzvalidierungsverfahren verhalten, wenn

das geeignete Prognosemodell nicht bekannt ist.
7.5 Fehlermalle

Die zu untersuchende Frage ist, wie gut der geschitzte Prognosefehler PE den
tatsdchlichen Prognosefehler PE approximiert. Um diese Frage zu beantworten, erfolgt
eine Messung des Fehlers zwischen PE und PE iiber alle Datenreihen im Experiment. Es
gibt viele verschiedene Fehlermale die hierfiir herangezogen werden konnen. Im Rahmen
dieser Masterarbeit werden zwei verschiedene Gruppen an Fehlermallen herangezogen:

Relative Fehler und Skalenabhéingige Metriken.

Fur die Verlustfunktion wird der Root Mean Squared Error (RMSE) als Fehlermal3

verwendet.
7.5.1 Relative Fehler

Bei dem relativen Fehlermall wird der tatsichliche Prognosefehler PE in Relation zum

geschitzten Prognosefehler PE gesetzt [Ri21]. Der relative Fehler RE ist definiert als:

PE;
RE; = (17)

wobei i die jeweilig durchgefiihrte Monte Carlo Simulation bezeichnet.

7.5.2 Skalenabhingige Fehlermale

Skalenabhingig bedeutet, dass das Fehlermal} in den Einheiten der zugrunde liegenden
Daten ausgedriickt wird (z.B.: Celsius, Euro oder Liter). Diese Gruppe an Fehlermal}
eignet sich daher nicht, wenn Zeitreihen mit verschiedenen Einheiten verglichen werden.
Dies ist in der vorliegenden Masterarbeit nicht der Fall, weshalb diese theoretische
Einschrinkung kein Problem darstellt. Der Hauptvorteil skalenabhingiger Fehlermale
ist, dass sie einfach zu berechnen sind und ein intuitives, leicht vergleichbares Ergebnis

lLiefern [Ri22].
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Fir die Untersuchung der Forschungsfrage werden drei skalenabhéngigen Fehlermalle

verwendet:

e Mean Absolute Predictive Accuracy Error (MAPAE);
e Mean Predictive Accuracy Error (MPAE); und
e Root Mean Squared Error (RMSE).

Das Fehlermall MAPAE wird berechnet, indem die absolute Differenz zwischen
prognostizierten und tatsidchlichen Werten gezogen wird, wobei PE; den erwarteten Wert
und PE den tatsdchlichen Wert darstellt. Die Anzahl an durchgefithrten Monte Carlo
Simulationen entspricht m. MAPAE berechnet die durchschnittliche Gro3e des Fehlers

von einem Validierungsverfahren [Le21].
1 __
MAPAE = ;2?;1|PE1 — PE| (18)

Das Fehlermall MPAE ist definiert als die Differenz zwischen prognostizierten und
tatsachlichen Werten fiir den Prognosefehler. Es gibt an, ob ein Validierungsverfahren

den Prognosefehler iber- oder unterschéatzt [Le21].
MPAE = — ¥, (PE, — PE) (19)

Beim Fehlermall RMSE werden die Fehler quadriert, bevor der Durchschnitt ermittelt
wird. Der RMSE gibt groBlen Fehlern daher ein relativ hohes Gewicht. Das Ergebnis dieses
Fehlermalles ist eine positive Zahl. Je niedriger der Wert des RMSE, desto besser ist die
Genauigkeit des geschétzten Prognosefehlers PE; [Le21].

. 2
RMSE = J%Z{Zl(PEl — PE) (20)

7.6 Modellselektionsverfahren

Es werden folgende Kreuzvalidierungsverfahren verglichen:

o K-fache Kreuzvalidierung
e Geblockte Kreuzvalidierung
e Modifizierte Kreuzvalidierung

o Hv-geblockte Kreuzvalidierung

Bei allen Varianten der Kreuzvalidierung betrigt die Anzahl der Blocke fiinf.
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Dartiber hinaus erfolgt ein Vergleich mit dem Holdout-Verfahren. Das Holdout-Verfahren
ist kein Kreuzvalidierungsverfahren, sondern repriasentiert das typische out-of-sample
Verfahren, wo ausschlieBlich der letzte Teil der Zeitreihe fir die Testung verwendet wird.
Dieser Vergleich dient zur Uberpriifung der Annahme von Bergmeir, Benitez [BB12], dass
die k-fache Kreuzvalidierung das Holdout-Verfahren auch outperformt, wenn die Daten

abhéngig sind.

.34 -



8 Ergebnisse des Experimentes

Das Ziel von Kreuzvalidierungsverfahren ist das verldssliche und genaue Bewerten der
Performance von gegeben Prognosemodellen. Dieser Vorgang wird in jeder Machine

Learning Aufgabe, als Bestandteil der Modellselektion, durchgefiihrt.

Die vorliegende Masterarbeit konzentriert sich auf die Schatzung des (tatsédchlichen)
Prognosefehlers von Modellen in stationdren Zeitreihendaten. In der wissenschaftlichen
Literatur wurden verschiedene Varianten der standardmélBigen k-fachen
Kreuzvalidierung fiir Zeitreihendaten vorgestellt, um die theoretischen Méngel dieses
Verfahrens zu umgehen. Hierzu zihlen die geblockte Kreuzvalidierung, die modifizierte
Kreuzvalidierung und die hv-geblockte Kreuzvalidierung (siehe Kapitel 4.2). Die Frage,
welches Kreuzvalidierungsverfahren die robustesten Prognosefehlerabschitzungen bei
stationdren Zeitreihendaten bietet, konnte bislang in der Theorie nicht beantwortet
werden. Der folgende Teil der Masterarbeit soll diese Frage, mithilfe des in Kapitel 7

vorgestellten Experimentes, empirisch beantworten.

Es folgt nun eine genaue Beschreibung der Ergebnisse des durchgefithrten Experimentes.
Die Auswertung der Ergebnisse basiert auf den in Kapitel 7.5 vorgestellten Fehlermalen.
Das bedeutet, dass sowohl der relative Fehler, als auch das skalenbasierte Fehlermalie

fiir die Interpretation der Ergebnisse herangezogen werden.

Die Darstellung der Ergebnisse wird in zwei Unterkapitel aufgeteilt. Kapitel 8.1
beschéaftigt sich mit den Resultaten, die auf den synthetischen Daten basieren und Kapitel
8.2 mit jenen Resultaten, die anhand der realen Daten erzielt wurden. Kapitel 8.3 fasst

die erzielten Ergebnisse zusammen.
8.1 Resultate basierend auf synthetischen Daten

Ein Teil der Ergebnisse von AS.1, wo ein AR(2) Prozess als DGP verwendet wird, ist in
Abbildung 12 dargestellt. Der Boxplot zeigt die Verteilung der relativen Fehler-Daten von
den funf untersuchten validierungsbasierten Modellselektionsverfahren (k-fache
Kreuzvalidierung, geblockte Kreuzvalidierung, modifizierte Kreuzvalidierung, hv-
geblockte Kreuzvalidierung und die Holdout-Methode). Der relative Fehler ist definiert
als der Quotient aus dem tatsichlichen Prognosefehler (Out-Set Fehler) und dem
geschatzten Prognosefehler (In-Set Fehler). Wenn der relative Fehler grofler als eins ist,

so unterschiatzt das Modellvalidierungsverfahren den Prognosefehler. Eine
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Uberschitzung des Prognosefehlers liegt vor, wenn der relative Fehler kleiner als eins ist.
Sind die relativen Fehler gleichmédflig um eins verteilt und sind kaum Ausreiller

vorhanden, so ist dies ein Indikator dafiir, dass ein Validierungsverfahren robust ist.

Anwendungsszenario 1
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Abbildung 12: Boxplot zur Veranschaulichung der Ergebnisse von AS.1.

Der relative Fehler ist auf der y-Achse des Diagramms abgebildet. Auf den ersten Blick
lassen sich zwischen den untersuchten validierungsbasierten Modellselektionsverfahren
keine systematischen Unterschiede feststellen. Ein Bias, in Form einer systematischen
Uber- oder Unterschétzung des tatsichlichen Prognosefehlers, liegt bei keinem Verfahren
vor, da alle Boxen um den Wert eins zentriert sind. Dies ist etwas tiberraschend, da
aufgrund der vorhandenen Abhéngigkeiten in den Zeitreihendaten, eine Unterschitzung
des Fehlers bei den Kreuzvalidierungsverfahren zu erwarten gewesen wéire [BB12, S.
192]. Bei nidherer Betrachtung ist erkennbar, dass einzig alleine das modifizierte
Kreuzvalidierungsverfahren den tatsédchlichen Prognosefehler minimal tberschétzt, da
hier der Median knapp unter eins ist (der genaue Wert des Median ist 0.9767). Auffallig
ist, dass der Boxplot der Holdout-Methode einen grofieren Interquartilsabstand und eine
groflere Spannweite aufweist, als jene Boxplots von den Kreuzvalidierungsverfahren. Dies
bedeutet, dass die Holdout-Methode stiarker gestreute und folglich weniger robuste

Ergebnisse liefert.
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Anwendungsszenario 2
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Abbildung 13: Boxplot zur Veranschaulichung der Ergebnisse von AS.2.

Abbildung 13 bezieht sich auf AS.2 und spiegelt ebenfalls die Verteilung des relativen
Fehlers der untersuchten Modellvalidierungsverfahren in Form von Boxplots wider. In
AS.2 wird ein MA(1) Prozess als DGP verwendet. Ziel ist zu untersuchen, wie sich die
unterschiedlichen Verfahren verhalten, wenn kein optimales Prognosemodell fir die
Vorhersage verwendet wird. Wie in Abbildung 13 zu sehen ist, sind die erzielten
Ergebnisse dhnlich zu jenen von AS.1, dargestellt in Abbildung 12. Es liegt keine
systematische Uber- oder Unterschitzung des tatsichlichen Prognosefehlers vor und die
Holdout-Methode liefert erneut im Vergleich zu den Kreuzvalidierungsverfahren deutlich
starker gestreute Ergebnisse. Auffallend ist, dass die Ausreiler bei allen
Validierungsverfahren, mit Ausnahme eines Fehlers beim modifizierten Kreuzverfahren,
iber dem oberen Whisker liegen. Dies deutet darauf hin, dass die Verteilungen etwas
rechtsschief sind. Der Mittelwert ist in diesem Fall grof3er als der Median. Dariiber hinaus
stechen die starken Ausreiller auf der y-Achse des Boxplots beim Holdout-Verfahren sofort
ins Auge. Dies kann darauf hinweisen, dass das Holdout-Verfahren Schwierigkeiten hat,
bestimmte Prognosefehler richtig zu schétzen. Starke Ausreiller sprechen bei der
Schatzung von Prognosefehlern nicht fir ein robustes Validierungsverfahren. Ein

robustes Modellvalidierungsverfahren zeichnet sich durch eine gute
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Vorhersagegenauigkeit des Prognosefehlers aus und minimiert das Auftreten von

Ausreillern.

Sowohl Abbildung 12, als auch Abbildung 13 verdeutlicht, dass die Holdout-Methode
starker gestreute Ergebnisse liefert als das Kreuzvalidierungsverfahren. Die Stiarke der
Streuung ist ein Indikator fir die Robustheit einer Methode. Je starker die Streuung ist,
desto groBer ist das Risiko von Fehlern und Ungenauigkeiten in den Ergebnissen. Folglich
liefern die synthetischen Daten einen Beweis dafiir, dass die untersuchten Arten der
Kreuzvalidierung robuster sind als das Holdout-Verfahren (geméal3 dem relativen Fehler).
Die hohere Robustheit der Kreuzvalidierungsverfahren ist auf die Tatsache
zurlickzufiithren, dass die Datenaufteilung nicht nur einmal, sondern k-Mal durchgefiihrt
wird. Das mdégliche Risiko einer Uber- oder Unteranpassung des Modells an bestimmte
Daten wird dadurch minimiert [AC10, S. 52]. Im Gegensatz dazu erfolgt die
Datenaufteilung und folglich auch die Anpassung des Prognosemodells bei der Holdout-
Methode nur einmal, was zu gréBeren Schwankungen in der korrekten Schitzung des
Prognosefehlers fithren kann [SC23]. Interessant hierbei ist die Tatsache, dass die hier
empirisch gewonnene Erkenntnis sich auf abhingige Daten bezieht. Diese Erkenntnis
unterstiitzt das Ergebnis von Bergmeir, Hyndman, Koo [BHK18]. In ihrem veréffentlichen
Paper liefern die Wissenschaftler einen mathematischen Beweis, dass die klassische k-
fache Kreuzvalidierung auch bei stationiren Zeitreihendaten eingesetzt werden kann,

trotz Nichteinhaltung der Annahme, dass die Daten u.i.v. sind.

Das relative Fehlermal3 zeigt, dass das Kreuzvalidierungsverfahren robuster ist, als das
klassische Holdout-Verfahren. Welche spezifische Art des Kreuzvalidierungsverfahren
jedoch die aussagekréiftigsten und robustesten Fehlerabschitzungen in stationéren
Zeitreihendaten liefert, kann aus Abbildung 12 und 13 nicht entnommen werden. In
beiden Anwendungsszenarien sind die Boxplots der vier Kreuzvalidierungsverfahren
beinahe ident. Eine signifikante Aussage kann anhand des relativen Fehlermales nicht
getroffen werden. Aus diesem Grund werden auch drei skalenabhingige Fehlermalie
(RMSE, MPAE und MAPAE) fiir die Beantwortung der Forschungsfrage herangezogen.

Tabelle 2 zeigt das Ergebnis unter Verwendung der skalenabhéngigen Fehlermale.
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Anwendungsszenario 1

Modellselektionsverfahren RMSE MAPAE MPAE
k-fache Kreuzvalidierung 0.1289 0.1031 0.0026
Geblockte Kreuzvalidierung 0.1287 0.1026 0.0033
Modifizierte Kreuzvalidierung 0.1309 0.1052 0.0178
Hv-geblockte Kreuzvalidierung 0.1290 0.1028 0.0041
Holdout 0.1561 0.1239 0.0110

Anwendungsszenario 2

Modellselektionsverfahren RMSE MAPAE MPAE
k-fache Kreuzvalidierung 0.1304 0.1045 -0.0022
Geblockte Kreuzvalidierung 0.1300 0.1040 -0.0033
Modifizierte Kreuzvalidierung 0.1340 0.1069 0.0121
Hv-geblockte Kreuzvalidierung 0.1297 0.1038 -0.0032
Holdout 0.1606 0.1281 0.0040

Tabelle 2: Resultate von AS.1 und AS.2 anhand der skalenbasierten Fehlermafe.

Der obere Teil von Tabelle 2 zeigt die Ergebnisse fiir AS.1, wo ein AR(2)-Prozesse als DGP
verwendet wird. Es ist erkennbar, dass der RMSE bei allen Kreuzvalidierungsverfahren
um den Wert 0.13 schwankt und beim Holdout-Verfahren einen deutlich héheren Wert
von 0.1561 aufweist. Je niedriger der Wert des RMSE, desto besser ist die Genauigkeit
des geschitzten Prognosefehlers. Das erzielte Ergebnis unterstiitzt die erzielte
Erkenntnis anhand des relativen Fehlers, dass das Kreuzvalidierungsverfahren bei
Zeitreihendaten robustere Fehlerschédtzungen erzielt, als das Holdout-Verfahren. Das
modifizierte Kreuzvalidierungsverfahren schneidet unter den
Kreuzvalidierungsverfahren am schlechtesten ab. Eine mégliche Ursache hierfiir ist, dass
die Modellanpassung anhand deutlich weniger Daten erfolgt, da bei diesem Verfahren
sehr viele Beobachtungen aus dem Trainingsdatensatz entfernt werden. In Kapitel 9 wird

uberprift, wie sich dieser Sachverhalt dndert, wenn die Datenlidnge von 200 auf 500
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erhoht wird. Gemiall dem RMSE, erzielt die geblockte Kreuzvalidierung das beste
Ergebnis.

Beim Fehlermall MAPAE liegen die Fehler zwischen 0.1026 und 0.1239. MAPAE gibt die
durchschnittliche Gréf3e des Fehlers von einem Validierungsverfahren an. Die geblockte
Kreuzvalidierung erreicht erneut die beste Schiatzung mit einem Wert von 0.1026, gefolgt
von der hv-geblockten Kreuzvalidierung mit einem Fehlerwert von 0.1028. Das Holdout-
Verfahren und die modifizierte Kreuzvalidierung schneiden mit absoluten Werten tber

0.1050 deutlich schlechter ab.

Die Ergebnisse gelten auch fiir das Fehlermall MPAE in einer dhnlichen Weise. MPAE
wird verwendet, um zu untersuchen, ob ein Validierungsverfahren den Prognosefehler
uber- oder unterschitzt. Da alle Werte gréfer sind als null, deutet dies darauf hin, dass
in AS.1. alle Validierungsverfahren im Durchschnitt den Prognosefehler tiberschétzen.
Hier erzielen die geblockte- und die k-fache Kreuzvalidierung die niedrigsten Werte,
wohingegen das Holdout-Verfahren und die modifizierte Kreuzvalidierung erneut die
hochsten Fehlerwerte aufweisen. Im Gegensatz zum Fehlermall MAPAE liegt der
Wertebereich fiir MPAE zwischen 0.0026 und 0.0178.

Der untere Teil von Tabelle 2 illustriert die Ergebnisse fiir AS.2. Hier wird ein MA(1)-
Prozesse als DGP verwendet. Beziiglich dem Fehlermall MAPAE weist die hv-geblockte
Kreuzvalidierung mit einem Wert von 0.1038 die beste Performance. Die Erkenntnis, dass
die Kreuzvalidierungsverfahren genauere Fehlerschiatzungen liefern als das Holdout-
Verfahren, wird erneut bekréftigt. Waihrend die Fehlerwerte der
Kreuzvalidierungsverfahren bei etwa 0.10 liegen, weist die Holdout-Methode einen
Fehlerwert von 0.1280 auf. In Bezug auf das Fehlermall RMSE outperformt die hv-
geblockte Kreuzvalidierung minimal die geblockte Kreuzvalidierung mit einem
Fehlerwert von 0.1297 bzw. 0.1299. Ident zu AS.1 sind die modifizierte Kreuzvalidierung
und das Holdout-Verfahren nicht konkurrenzfihig, wobei das Holdout-Verfahren mit
einem Wert von 0.1606 am schlechtesten den Prognosefehler einschétzt. Interessant sind
die Werte des FehlermalBles MPAE, da die k-fache Kreuzvalidierung, die geblockte
Kreuzvalidierung und die hv-geblockte Kreuzvalidierung negative Werte aufweisen. Dies
bedeutet, dass in AS.2 der Prognosefehler von diesen Validierungsverfahren im
Durchschnitt unterschéatzt wird. Das Holdout-Verfahren und die modifizierte
Kreuzvalidierung weisen durchschnittlich eine Uberschétzung auf, da der Wert von

MPAE positiv ist.
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Die erzielten Ergebnisse anhand der synthetischen Daten bestéitigen die Ergebnisse von
[BKH18], dass das Kreuzvalidierungsverfahren bei Zeitreihendaten robustere
Fehlerabschitzungen erzielt als das Holdout-Verfahren. Dieses Ergebnis ist unabhangig
davon, ob das Prognosemodell fiir die Vorhersage optimal ist oder nicht. Unter der Gruppe
der Kreuzvalidierungsverfahren hat die geblockte Kreuzvalidierung und die hv-geblockte
Kreuzvalidierung eine sehr dhnliche, gute Performance. Ist das Prognosemodell fiir die
Vorhersage optimal (siehe AS.1), so bietet gemil3 den skalenabhéngigen Fehlermalien die
geblockte Kreuzvalidierung die robustesten Fehlerabschitzungen. Wenn das
Prognosemodell nicht ganz optimal ist (siehe AS.2) so erzielt die hv-geblockte
Kreuzvalidierung den niedrigsten Fehler bei der Schitzung des tatséchlichen
Prognosefehlers. Die Resultate zeigen ebenfalls, dass die standardmé&Bige k-fache
Kreuzvalidierung trotz ihrer theoretischen Maéingel, robuste Resultate in stationidren
Zeitreihendaten liefert. Das modifizierte Kreuzvalidierungsverfahren ist in beiden
Anwendungsszenarien nicht konkurrenzfihig. Eine moégliche Ursache hierfiir ist die

deutlich niedrigere Anzahl an Daten im Trainingsdatensatz.

An dieser Stelle sei jedoch angemerkt, dass die erzielten Ergebnisse nicht auf alle
Situationen oder Datensitze verallgemeinert werden kénnen. Es ware falsch aufgrund
von AS.1 und AS.2 Schliisse auf die Allgemeinheit zu zielen. Die hier erzielten Ergebnisse
unterstiitzen lediglich bislang untersuchte Ergebnisse (sieche [BKH18]) und geben eine
erste Antwort auf die Fragestellung, welches Kreuzvalidierungsverfahren die robustesten
und aussagekraftigsten Fehlerabschiatzungen liefert, wenn das Prognosemodell geeignet

oder zumindest optimal ist.

8.2 Resultate basierend auf realen Daten

Fir AS.3 werden echte Daten verwendet, welche die téglichen Héchst- und
Mindesttemperaturen in Melbourne abbilden (siehe Abbildung 11). Beide Datensitze
weisen saisonale Muster auf. Wenn auf der Stuidhalbkugel Sommer ist, so sind die
Temperaturen in Melbourne deutlich hoher als im Winter. Das gewéahlte Prognosemodell,
eine lineare Regression mit zweil Regressoren, ist aufgrund fehlender Beriicksichtigung
der saisonalen Effekte in AS.3 daher nicht geeignet. Abbildung 14 zeigt den tatsichlichen
Prognosefehler der Hochsttemperaturdaten in Melbourne iiber einen Zeitraum von 730
Tagen. Es ist erkennbar, dass im Falle einer Temperaturidnderung, die Prognosefehler
deutlich groBler werden. Dies liegt mitunter daran, dass das gewihlte Prognosemodell die

saisonalen Effekte nicht beachtet. Das lineare Regressionsmodell ist daher kein gutes
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Prognosemodell fiir die zugrundeliegenden Daten. Besser wére ein saisonales Modell, wie

beispielsweise SARIMA, fiir die Modellierung und Vorhersage der Temperaturdaten.

Hoéchsttemperatur - tatséchliche Prognosefehler
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Abbildung 14: Darstellung des tatsdchlichen Prognosefehlers (Out-Set Fehler).

Das Ziel dieser Arbeit ist jedoch nicht das passende Prognosemodell zu finden, sondern
jenes Modellvalidierungsverfahren zu finden, dass die robustesten
Prognosefehlerabschiatzungen liefert. AS.3 stellt daher eine Situation dar, in der ein
schlecht spezifiziertes Modell betrachtet wird. Der Zweck von AS.3 ist zu untersuchen,
wie sich die validierungsbasierten Modellselektionsverfahren verhalten, wenn das
geeignete Prognosemodell nicht bekannt ist und ein falsches Modell gewéhlt wird. Ist das
gewahlte Validierungserfahren auch robust, wenn das geeignet Prognosemodell nicht
bekannt ist? Eine erste Antwort auf diese Fragestellung geben die Boxplots in Abbildung
15.
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Anwendungsszenario 3
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Abbildung 15: Boxplot zur Veranschaulichung der Ergebnisse von AS.3.

Ein deutlicher Unterschied zu AS.1 und AS.2 ist in Abbildung 15 gleich erkennbar: Das
Holdout-Verfahren liefert in AS.3 die robustesten Ergebnisse, gemall dem relativen
Fehlermal. Dies deutet darauf hin, dass bei einem schlecht spezifizierten Prognosemodell
das klassische Holdout-Verfahren genauerer Fehlerabschiatzungen in Zeitreihendaten
bereitstellt, als die Gruppe der Kreuzvalidierungsverfahren. Abbildung 15 zeigt, dass die
Box und der Median des Holdout-Verfahrens um den Wert eins zentriert ist. Bei den
Kreuzvalidierungsverfahren ist dies nicht der Fall. Hier liegt ein Bias, im Sinne einer
systematischen Unterschiatzung des tatsidchlichen Prognosefehlers, vor. Dieser Bias ist
darauf zurickzufithren, dass der In-Set Fehler kleiner ist als der Out-Set Fehler. Das
Kreuzvalidierungsverfahren neigt folglich dazu, den Prognosefehler tendenziell zu niedrig
einzuschétzen. Diese Resultate bestétigen die Ergebnisse von Bergmeir, Benitez [BB12,
S.192], welche ebenfalls auf eine  systematische  Unterschitzung  der
Kreuzvalidierungsverfahren verweisen. Die Wissenschaftler fiihren diese Erkenntnis auf

die vorhandene Korrelation in den Zeitreihendaten zuruck.

Das relative Fehlermall verweist auf keine bestehenden, systematischen Unterschiede

unter den vier untersuchten Kreuzvalidierungsverfahren. Bei allen Verfahren liegt der

-43 -



Median ungefiahr in der Mitte des Boxplots, was auf eine symmetrische Verteilung der

relativen Fehler schlieBen ldsst. Die Streuung der Fehlerwerte ist ebenfalls beinahe ident.

Modellselektionsverfahren RMSE MAPAE MPAE
k-fache Kreuzvalidierung 1.3438 1.0438 -0.4442
Geblockte Kreuzvalidierung 1.3415 1.0247 -0.3991
Modifizierte Kreuzvalidierung 1.3601 1.0585 -0.4002
Hv-geblockte Kreuzvalidierung 1.3396 1.0242 -0.3708
Holdout 1.1409 0.8596 -0.1269

Tabelle 3: Resultate von AS.3 anhand der skalenbasierten Fehlermajfe.

Fir eine genauere Untersuchung von AS.3 werden die drei skalenabhéngige Fehlermale
(RMSE, MAPAE und MPAE) heranzogen. Tabelle 3 zeigt die Ergebnisse fir den Fall, dass
das Prognosemodell stark falsch spezifiziert ist. Die Resultate unterstiitzen die
gewonnene Erkenntnis anhand der Boxplots, dass in AS.3 das Holdout-Verfahren die
robustesten Fehlerabschiatzungen liefert. Der in AS.1 und AS.2 gefundene Vorteil der
Kreuzvalidierungsverfahren verschwindet, wenn das Modell fiir die Prognose nicht

geeignet ist.

Beztiglich dem RMSE weist die hv-geblockte Kreuzvalidierung mit einem Fehlerwert von
1.3396 die beste Leistung unter den Kreuzvalidierungsverfahren auf, dicht gefolgt von der
geblockten Kreuzvalidierung und der k-fachen Kreuzvalidierung. Die modifizierte
Kreuzvalidierung schneidet am schlechtesten ab. Dieses Muster ist auch auf das
Fehlermall MAPAE anwendbar. Die durchschnittliche GroBe des Fehlers bei den
Kreuzvalidierungsverfahren liegt iilber dem Wert von eins. Zum Vergleich weist die
Holdout-Methode einen Fehlerwert von 0.8596 auf. Das Fehlermall MPAE gibt Auskunft
dartiiber, ob das gewdhlte Validierungsverfahren den Prognosefehler iiber- oder
unterschatzt. Tabelle 3 zeigt, dass alle Validierungsverfahren den tatséchlichen
Prognosefehler tendenziell zu niedrig einschétzen. Dieses Resultat steht in Einklang mit
den Ergebnissen des relativen Fehlermales (siehe Abbildung 15). Das k-fache
Kreuzvalidierungsverfahren unterschéitzt hierbei am meisten den tatséchlichen

Prognosefehler, mit einem Wert von -0.4442.

Ist das geeignete Prognosemodell nicht bekannt und daher falsch spezifiziert, so bietet das
klassische Holdout-Verfahren aussagekréaftigere und robustere Fehlerabschédtzungen als

die vier untersuchten Varianten des Kreuzvalidierungsverfahrens. Das
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Kreuzvalidierungsverfahren neigt in AS.3 zu einer systematischen Unterschitzung des
tatsachlichen Prognosefehlers. Unter den Varianten der Kreuzvalidierungsverfahren
weist die hv-geblockte Kreuzvalidierung die niedrigsten Fehlerwerte auf. Die geblockte

Kreuzvalidierung hat minimal schlechtere Werte.
8.3 Zusammenfassung der Resultate

Die drei Anwendungsszenarien verdeutlichen, dass es nicht moéglich ist eine allgemein

glltige Aussage zZu treffen, betreffend der Beurteilung, welches
Modellvalidierungsverfahren die robustesten und aussagekraftigsten
Fehlerabschatzungen in stationaren Zeitreihendaten bietet. Welches

Validierungsverfahren sich am besten fiir die Modellselektion eignet, héngt von vielen
verschiedenen Faktoren ab, wie beispielsweise der Art des Prognosemodells, der Qualitat
der Daten und der Linge der Daten [Do12, S.82]. Die erzielten Resultate bestitigen, dass
die Wahl des Prognosemodells ein entscheidender Faktor, bei der Wahl des
Modellvalidierungsverfahrens ist. Ist das Prognosemodell passend oder zumindest
optimal, so sind die vier untersuchten Varianten der Kreuzvalidierung robuster als das
klassische Holdout-Verfahren. Die theoretischen Méngel der standardmaéafBigen k-fachen
Kreuzvalidierung sind in diesen Féallen in der Praxis zu vernachlidssigen. Ist das
Prognosemodell falsch spezifiziert oder ist man sich tiber das passende Prognosemodell

nicht einig, so sollte das Holdout-Verfahren als Validierungsverfahren gewéhlt werden.

Die Resultate zeigen ebenfalls, dass die geblockte und die hv-geblockte Kreuzvalidierung
die robustesten Prognosefehlerabschitzungen unter den Kreuzvalidierungsverfahren bei
stationdren Zeitreihendaten bieten. Die beiden Verfahren weisen sehr &dhnliche
Fehlerwerte entlang der drei Anwendungsszenarien auf, weshalb eine eindeutige
Entscheidung zugunsten eines Modellvalidierungsverfahrens schwer ist. Ist das Modell
fir die Vorhersage der Zeitreihendaten geeignet, so liefert die geblockte Kreuzvalidierung
die etwas robusteren Resultate. Wenn das Prognosemodell allerdings nicht optimal oder
falsch spezifiziert ist, so zeigen die erzielten Ergebnisse, dass die hv-geblockte
Kreuzvalidierung die robusteren Prognosefehlerschiatzungen liefert. Beide Verfahren
umgehen die theoretischen Mingel der k-fachen Kreuzvalidierung. Der Unterschied
besteht lediglich in dem verwendetem Trainingsdatensatz, da bei der hv-geblockten

Kreuzvalidierung abhingige Beobachtungen entfernt werden.

Die modifizierte Kreuzvalidierung ist in keinem der drei untersuchten

Anwendungsszenarien konkurrenzfihig. Eine mogliche Ursache fiir die schlechte
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Performance ist, dass bei der Datenaufteilung sehr viele Beobachtungen aus dem
Trainingsdatensatz entfernt werden. Wenn das Modell auf zu wenig Daten trainiert wird,
kann es zu einer Uberanpassung (Overfitting) oder zu einer Unteranpassung
(Underfitting) kommen. Beide grundlegende Probleme fithren dazu, dass das
Prognosemodell auf neuen Daten schlecht abschneidet und unzuverlédssige Vorhersagen

trifft [Kol8, S. 6].
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9 Prifung der Robustheit

Ein bedeutender Vorteil der Kreuzvalidierung ist, dass dieses Verfahren den Datensatz
vollstdndig ausniitzt. Aus diesem Grund wird insbesondere bei einer kurzen Datenldnge
das Kreuzvalidierungsverfahren gegeniiber dem Holdout-Verfahren préferiert.
Zeitreihendaten stellen einen Sonderfall dar, da die Daten nicht u.i.v. sind, weshalb der
Einsatz des Kreuzvalidierungsverfahren theoretische Probleme aufwirft [BB12, S.193].
Doch die Ergebnisse von AS.1 und AS.2 in Kapitel 8 zeigen, dass diese theoretischen
Mingel in der Praxis nicht relevant sind, wenn das Prognosemodell passend oder nicht
ganz optimal ist. Denn in diesem Fall liefern alle Varianten des
Kreuzvalidierungsverfahren robustere KErgebnisse als das Holdout-Verfahren. Die
Ergebnisse dieses Experimentes beruhen auf einer Datenldnge von T = 200. Nun stellt
sich die Frage, ob dieser Sachverhalt auch fiir andere Datenldngen T zutrifft. Um eine
Zeitreihenanalyse durchfiihren zu konnen, sollte die Zeitreihe mindestens 50
Beobachtungen beinhalten [Wa98, S. 2-3]. Die untersuchten Zeitreihen weisen daher eine
Datenldnge von 50, 100, 200 und 500 auf. Ziel ist anhand der vier Datenldngen zu
untersuchen, ob das in AS.1 und AS.2 erzielte FErgebnis, dass das
Kreuzvalidierungsverfahren robustere Fehlerabschétzungen liefert als das Holdout-

Verfahren, unabhéngig von der Datenldnge T ist.

Dariber hinaus wird untersucht, welchen Einfluss die Datenldnge auf die Robustheit der
vier untersuchten Varianten des Kreuzvalidierungsverfahren hat. Wenn die Anzahl an
Beobachtungen in einer Zeitreihe gering ist, kénnen die Validierungsmethoden
unzuverlassige Schiatzungen des Prognosefehlers liefern. Dies liegt daran, dass es in einer
kurzen Datenldnge moglicherweise zu wenige Beobachtungen gibt, um eine genaue
Schatzung des tatsédchlichen Prognosefehlers zu erhalten. Im Allgemeinen gilt: Je mehr
Beobachtungen verfiigbar sind, desto genauer ist die Schétzung des tatsichlichen
Prognosefehlers durch das Validierungsverfahren. Diese Tatsache ist nicht Giiberraschend,
da statistische Methoden meistens schlechter abschneiden, wenn sie auf weniger
Beobachtungen trainiert werden [Jal3, S. 181]. Durch die Untersuchung des
Zusammenhanges zwischen Datenlinge und der Robustheit von
Kreuzvalidierungsverfahren soll die Frage beantwortet werden, welchen Einfluss die
Linge der Zeitreihendaten auf die Wahl des robustesten und aussagekraftigsten

Kreuzvalidierungsverfahrens hat.
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9.1 Robustheitstest von AS.1
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Abbildung 16: Boxplot zur Veranschaulichung der Ergebnisse von AS.1 fiir die vier Datenldngen T = 50, 100,
200 und 500.

Abbildung 16 zeigt die Verteilung des relativen Fehlers (%) fir die finf

untersuchten Modellvalidierungsverfahren fiir vier verschiedene Datenlédngen (T =
50,100,200 und 500) in Form von Boxplots. Die Abbildung bezieht sich auf AS.1, wo das
Prognosemodell fir die Vorhersage der Zeitreihendaten geeignet ist. Es ist deutlich
erkennbar, dass die Varianz der relativen Fehlerverteilung mit steigender Datenldnge T
bei allen Validierungsverfahren kleiner wird. Wahrend die Spannweite bei T = 50 von

0.32 bis 4.47 reicht, so i1st sie beir T =500 nur von 0.75 bis 1.41. Doch auch der
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Interquartilsabstand wird mit steigender GroBe der Datenldnge T kleiner. Dies ist
unabhéingig von der Wahl des Validierungsverfahren. Dieses Ergebnis bekraftigt die
Theorie, dass mit steigender Anzahl an Beobachtungen im Datensatz, die Schiatzung des

tatsachlichen Prognosefehlers durch das Validierungsverfahren genauer wird.

Eine weitere Gemeinsamkeit aller finf Validierungsverfahren tber alle vier Datenldngen
ist, dass die Verteilung der relativen Fehler symmetrisch ist. Der Median entspricht bei
allen untersuchten Verfahren in etwa dem Mittelwert und ist, mit Ausnahme der
modifizierten Kreuzvalidierung, um den Wert eins zentriert. Es besteht daher keine
systematische Uber- oder Unterschétzung des tatséchlichen Prognosefehlers. Auffallend
ist, dass die Ausreiller GroBteils tiber dem oberen Whisker liegen. Mit steigender
Datenldnge T nimmt die Anzahl an Ausreiller ebenfalls ab. Dieser Sachverhalt ist
beispielsweise deutlich zu sehen, wenn ein Vergleich der Boxplots von T = 50 mit T = 500

erfolgt.

AS.1 in Kapitel 8 zeigt, dass das Kreuzvalidierungsverfahren robustere
Fehlerabschatzungen liefert als das Holdout-Verfahren, wenn das Prognosemodell
passend ist. Abbildung 16 veranschaulicht, dass dieses Ergebnis unabhéngig von der
Datenliange T ist. Das Holdout-Verfahren weist tiber alle vier Datenliangen eine grof3ere
Spannweite und einen groBeren Interquartilsabstand auf, als die vier
Kreuzvalidierungsverfahren. Die Verteilung der relativen Fehlerdaten beim Holdout-
Verfahren sind daher starker gestreut und weisen eine hohere Varianz auf. Folglich ist
das Kreuzvalidierungsverfahren robuster als das Holdout-Verfahren, wenn das

Prognosemodell fir die Vorhersage der Zeitreihe geeignet ist.

Ob die Lénge der Zeitreihendaten einen Einfluss auf die Wahl des robustesten
Modellvalidierungsverfahren hat, kann anhand der Boxplots nicht beurteilt werden, da
die k-fache Kreuzvalidierung, die geblockte Kreuzvalidierung und die hv-geblockte
Kreuzvalidierung sehr dhnliche Boxplots, tber alle vier Datenlédngen T aufweisen. Einzig
das modifizierte Kreuzverfahren weicht etwas ab. Visuell ist erkennbar, dass bei T = 100
und T =200 der Median unter eins liegt und das Verfahren daher den tatsichlichen
Prognosefehler minimal tiberschéatzt. Eine mogliche Ursache hierfiur ist, dass bei der
modifizierten Kreuzvalidierung abhéngige Beobachtungen aus dem Trainingsdatensatz
entfernt werden und das Trainieren des Prognosemodells daher anhand deutlich weniger
Beobachtungen stattfindet [BCB14, S.4]. Interessant hierbei ist, dass bei T = 50 das
modifizierte Kreuzvalidierungsverfahren einen dhnlichen Boxplot zu den weiteren drei

Kreuzvalidierungsverfahren aufweist. Basierend auf der Erkenntnis, dass die
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modifizierte Kreuzvalidierung bei kurzen Datenséatzen eine deutlich schlechtere Leistung
liefert im Vergleich zu anderen Kreuzvalidierungsverfahren, wire vorhersehbar gewesen,
dass der Median der relativen Fehlerverteilung bei T = 50 deutlich von dem Wert 1.0
abweicht. Dies ist darauf zuriickzufiihren, dass bei der modifizierten Kreuzvalidierung es
beispielsweise moglich ist, dass 20 abhangige Beobachtungen aus dem Trainingsdatensatz
entfernt werden. Bei einer DatengroBe von T = 50hat dies einen deutlich gréBeren
Einfluss, als bei T = 100,200 oder 500. Angesichts der Theorie ware eine kontinuierliche
Anndherung des Medians mit steigender Datenlénge T an den Wert eins zu erwarten

gewesen.

Tabelle 4 demonstriert die Ergebnisse von AS.1 unter Verwendung der skalenbasierten
Fehlermalle RMSE, MAPAE und MPAE fir die Datenldngen T = 100,200,350 und 500.
Bei Betrachtung der Spalte fiir den RMSE fallt unmittelbar auf, dass das Holdout-
Verfahren tiber alle vier Datenlédngen den hochsten Wert aufweist. Dieser ist im Vergleich
zur geblockten Kreuzvalidierung stets um mindestens 20% hdoher. Das beste Ergebnis
hinsichtlich des RMSE-Fehlermalles erzielt die k-fache Kreuzvalidierung und die
geblockte Kreuzvalidierung. Die Abweichungen zwischen beiden Verfahren liegen bei
allen Datenldngen unter 1%, weshalb keine eindeutige Entscheidung getroffen werden
kann, welches Verfahren als das robustere angesehen werden kann. Im Vergleich dazu
liefert die hv-geblockte Kreuzvalidierung ebenfalls gute Ergebnisse, jedoch mit einem
hoheren RMSE-Wert tiber alle untersuchten Datenlédngen als die k-fache und die
geblockte Kreuzvalidierung. Das Fehlermall MAPAE liefert vergleichbare Resultate.
Hinsichtlich des Fehlermalles MPAE zeigt sich lediglich ein Unterschied darin, dass das
Holdout-Verfahren im Vergleich zur modifizierten Kreuzvalidierung bessere Ergebnisse

erzielt.

Die Untersuchung legt nahe, dass der Einfluss der Datenldnge bei der Wahl des
Kreuzvalidierungsverfahrens kaum relevant ist. Ist das Prognosemodell fir die
Vorhersage der Zeitreihendaten geeignet, so liefert die geblockte und die k-fache
Kreuzvalidierung die robustesten Fehlerabschiatzungen. Dieses Ergebnis ist unabhangig

von der Anzahl an Beobachtungen im Gesamtdatensatz.
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Modellselektionsverfahren Lange RMSE MAPAE MPAE
50 0.2789 0.2178 -0.0061
k-fache Kreuzvalidierung 100 0.1888 0.1503 0.0037
200 0.1289 0.1031 0.0026
500 0.0794 0.0639 0.0020
50 0.2807 0.2205 -0.0062
Geblockte Kreuzvalidierung 100 0.1902 0.1522 0.0064
200 0.1287 0.1026 0.0033
500 0.0797 0.0640 0.0018
50 0.3166 0.2441 0.0454
Modifizierte Kreuzvalidierung 100 0.2088 0.1652 0.0672
200 0.1309 0.1052 0.0178
500 0.0806 0.0648 0.0082
50 0.2855 0.2246 0.0093
Hv-geblockte Kreuzvalidierung 100 0.1904 0.1524 0.0093
200 0.1290 0.1028 0.0041
500 0.0797 0.0640 0.0019
50 0.3501 0.2756 0.0141
Holdout 100 0.2496 0.1956 0.0303
200 0.1561 0.1239 0.0110
500 0.0979 0.0789 0.0022

Tabelle 4: Resultate von AS.1 anhand der skalenbasierten Fehlermafe fiir die Datenldngen T =50, 100, 200
und 500.
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9.2 Robustheitstest von AS.2

AS.2 untersucht die Modellvalidierungsverfahren unter der Annahme,

dass das

Prognosemodell nicht optimal ist. Zur Uberpriifung des Einflusses der Datenlénge T

werden auch hier fur alle finf Verfahren relative und skalenbasierte Fehler fur die vier

verschiedenen Datenléngen berechnet und ausgewertet.
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Abbildung 17: Boxplot zur Veranschaulichung der Ergebnisse von AS.2 fiir die vier Datenldngen T = 50, 100,
200 und 500.

Abbildung 17 demonstriert die Verteilung der relativen Prognosefehler fir AS.2 in Form
von Boxplots. Es ist erkennbar, dass die Varianz und die Anzahl an Ausreillern in den
T abnimmt und dass alle

relativen Fehlern mit zunehmender Datenlinge
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Validierungsverfahren eine symmetrische Verteilung der relativen Fehlerdaten
aufweisen, wobei die Boxplots, mit Ausnahme der modifizierten Kreuzvalidierung, um den
Wert eins zentriert sind. Zusitzlich bestitigen die vorliegenden Ergebnisse die geringere
Leistungsfahigkeit des Holdout-Verfahrens im Vergleich zu den
Kreuzvalidierungsverfahren, wenn das Prognosemodell nicht optimal ist. Dies ist darauf
zurickzufiihren, dass die Spannweite und der Interquartilsabstand des Holdout-
Verfahrens stets grofler ist, als jene der vier untersuchten Kreuzvalidierungsverfahren.
Diese Erkenntnis gilt unabhédngig von der Datenldnge T wund ist daher in
Ubereinstimmung mit den Resultaten von AS.1. Folglich kann die Erkenntnis gezogen

werden, dass die Ergebnisse aus AS.2 die Schlussfolgerungen aus AS.1 bestétigen.

Tabelle 5 enthilt die Ergebnisse fiir die skalenbasierten Fehlermalle RMSE, MAPAE und
MPAE. Die Tabelle zeigt, dass die hv-geblockte und die geblockte Kreuzvalidierung die
niedrigsten RMSE- und MAPAE-Werte aufweisen. Bei T = 50 und T = 100 schneidet die
geblockte Kreuzvalidierung minimal besser ab, wohingegen die hv-geblockte
Kreuzvalidierung bei T = 200 und T = 500 minimal niedrigere Werte hat. An dieser Stelle
sel jedoch angemerkt, dass die Differenzen stets unter dem 1%-Bereich liegen. Bereits in
Kapitel 8 wurde gezeigt, dass die hv-geblockte und die geblockte Kreuzvalidierung eine
vergleichbare Performance hinsichtlich der Fehlerabschitzung aufweisen. Die Ergebnisse
der vorliegenden Untersuchung bestétigen diese Beobachtung und zeigen, dass die Wahl
des robustesten Validierungsverfahren fiir die Prognosefehlerabschédtzung nicht

signifikant von der Datenldnge T beeinflusst wird.
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Modellselektionsverfahren | Lange RMSE MAPAE MPAE
50 0.2843 0.2254 0.0086
k-fache Kreuzvalidierung 100 0.1871 0.1484 0.0066
200 0.1304 0.1045 -0.0022
500 0.0814 0.0658 -0.0004
50 0.2826 0.2246 0.0041
Geblockte Kreuzvalidierung 100 0.1866 0.1476 0.0055
200 0.1299 0.1040 -0.0033
500 0.0812 0.0657 -0.0008
50 0.3336 0.2625 0.0745
Modifizierte Kreuzvalidierung 100 0.2192 0.1699 0.0799
200 0.1340 0.1069 0.0121
500 0.0820 0.0661 0.0062
50 0.2851 0.2264 0.0127
Hv-geblockte Kreuzvalidierung 100 0.1865 0.1478 0.0070
200 0.1297 0.1038 -0.0032
500 0.0813 0.0657 -0.0008
50 0.3502 0.2782 0.0245
Holdout 100 0.2328 0.1856 0.0201
200 0.1606 0.1281 0.0040
500 0.1022 0.0822 -0.0003

Tabelle 5: Resultate von AS.2 anhand der skalenbasierten Fehlermafe fiir die Datenldngen T=50, 100, 200 und
500.
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9.3 Robustheitstest von AS.3

Fir die Untersuchung des Einflusses der Datenlédnge T auf die Wahl des robustesten
Validierungsverfahrens wird ebenfalls AS.3 untersucht. In AS.3 herrscht Uneinigkeit

uber das passende Prognosemodell und ist daher moglicherweise falsch spezifiziert.
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Abbildung 18: Boxplot zur Veranschaulichung der Ergebnisse von AS.3 fiir die vier Datenldngen T=50, 100,
200 und 500.

Bei einer Datenlidnge von T = 200 haben die Ergebnisse in Kapitel 8 gezeigt, dass das

Holdout-Verfahren robustere Fehlerabschiatzungen bietet als die Gruppe der

Kreuzvalidierungsverfahren, sowie dass die Kreuzvalidierungsverfahren zu einer

Uberschitzung des tatsiachlichen Prognosefehlers tendieren. Abbildung 18 weist hingegen
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darauf hin, dass die in AS.3 erzielten Resultate nur fir eine Datenlédnge von T = 200 gultig
sind. Eine Anderung der Datenlinge kann zu abweichenden Resultaten fiithren. Zur
Unterstitzung dieser Feststellung werden zwei Beispiele mit den Datenldngen von T =
50 und T = 500 angefiihrt. Im ersten Beispiel, bei einer Datenlédnge von T = 50, zeigt sich,
dass der Median aller Kreuzvalidierungsverfahren in etwa bei dem Wert ein liegt und
dass die Spannweite und der Interquartilsabstand kleiner sind als beim Holdout-
Verfahren. Demnach ist das Holdout-Verfahren nicht robuster als die Gruppe der
Kreuzvalidierungsverfahren. Die Veranschaulichung vom zweiten Beispiel, bei einer
Datenldnge von T = 500, erfolgt anhand von Abbildung 19. Abbildung 19 spiegelt die
gleichen Boxplots wie in Abbildung 18 wider, mit dem Unterschied dass die y-Achse in
Abbildung 19 von 0.40 bis 1.45 reicht (und nicht von 0.40 bis 3.50). Anhand der Boxplots
in Abbildung 19 ist erkennbar, dass die Kreuzvalidierungsverfahren eher zu einer
Unterschitzung, als zu einer Uberschitzung, des tatsichlichen Prognosefehlers

tendieren.
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Abbildung 19: Boxplot zur detaillierten Veranschaulichung der Ergebnisse von AS.3 fiir die Datenldnge
T=500.
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Ein systematischer Zusammenhang, der sich iiber alle vier Datenléngen erstreckt, ist in
AS.3 nicht ersichtlich. Ein moéglicher Grund hierfiir konnte sein, dass die Anzahl an
Wiederholungen nicht ausreichend ist, um eine zuverldssige Beurteilung der
Fehlerabschatzungsfiahigkeit der Validierungsverfahren zu erhalten. In AS.3 variiert die
Wiederholungsanzahl zwischen 144 (fiir T = 50) und 14 (fiur T = 500). Im Vergleich hierzu
werden in AS.1 und AS.3 1000 Wiederholungen durchgefiihrt. Ist die Anzahl an
Wiederholungen zu gering, so kann dies zu einem verzerrten Bild der tatsdchlichen
Verhaltensweise des Validierungsverfahrens fithren. Eine hohere Anzahl an
Wiederholungen verbessert hingegen die statistische Aussagekraft der Ergebnisse und
ermoglicht daher verldsslichere Aussagen tiber die Leistungsfihigkeit des

Validierungsverfahrens [Kill, S. 24].

Tabelle 6 zeigt die Ergebnisse von AS.3 anhand der skalenbasierten Fehlermalle RMSE,
MAPAE und MPAE. Die skalenbasierten Fehlermalle bestéatigen die Beobachtung des
relativen Fehlermales, dass die erzielten Ergebnisse von AS.3 mit einer gewissen Vorsicht
zu betrachten sind. Dies lédsst sich darauf zurtckfithren, dass alle drei Fehlermalie bei
einer Datenldnge von T = 50 oder T = 100 niedrigere Fehlerwerte aufweisen, als bei einer
Datenldnge von T = 200. Der RMSE-Wert der k-fachen Kreuzvalidierung betragt bei T =
50 beispielsweise 1.1136 und hat bei T = 200 einen Wert von 1.3438. Diese Ergebnisse
stehen im Widerspruch zu AS.1 und AS.2, welche besagen, dass die Fehlerwerte von
RMSE und MAPAE mit steigender Datenldnge T bei allen Validierungsverfahren kleiner
werden. Dariber hinaus weisen die vorliegenden Ergebnisse in Tabelle 6 keine
Anhaltspunkte fiir systematische Zusammenhéinge auf. Aus diesem Grund wéire es
unangemessen, allein auf Basis des realen Datensatzes von AS.3 zu beurteilen, welches
Kreuzvalidierungsverfahren die robustesten Fehlerabschitzungen bietet, wenn das
Prognosemodell falsch spezifiziert ist oder das geeignete Modell nicht bekannt. Auf eine
genauere Untersuchung dieser Fragestellung anhand der drei skalenbasierten

Fehlermafle wird deshalb verzichtet.

Die dargestellten Ergebnisse in Tabelle 6 deuten darauf hin, dass das Holdout-Verfahren
nicht zwingend besser geeignet ist als alle Kreuzvalidierungsverfahren in AS.3. Der
RMSE-Wert des Holdout-Verfahrens ist beispielsweise nur bei einer Datenlénge von T =
200 am niedrigsten. Bei T = 50 und T = 500 hat die geblockte-Kreuzvalidierung und bei
T =100 die hv-geblockte Kreuzvalidierung den niedrigsten RMSE-Wert. Ahnliche
Ergebnisse zeigen sich auch beim Fehlermall MAPAE.
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Die Uberpriifung des Einflusses der Datenlinge T auf die Leistungsfahigkeit der
Validierungsverfahren impliziert, dass die erzielten Ergebnisse fiir AS.3 in Kapitel 8 mit
Vorsicht zu interpretieren sind. Um verléasslichere Schlussfolgerungen ziehen zu kénnen,
bedarf es einer genaueren Untersuchung von AS.3. Eine Méglichkeit hierfir ware die
Verwendung eines synthetischen Datensatzes oder die Verwendung von mehr als zwei

realen Zeitreithendatenséatze.

Modellselektionsverfahren | Lange RMSE MAPAE MPAE
50 1.1136 0.8081 0.0001
k-fache Kreuzvalidierung 100 1.1554 0.8379 -0.3456
200 1.3438 1.0438 -0.4442
500 0.8991 0.6030 0.1914
50 1.1088 0.8107 0.0116
Geblockte Kreuzvalidierung 100 1.1458 0.8265 .0.3313
200 1.3415 1.0247 -0.3991
500 0.8643 0.6004 0.2116
50 1.4224 0.9250 0.0477
Modifizierte Kreuzvalidierung 100 1.2018 0.8530 -0.2022
200 1.3601 1.0585 -0.4002
500 0.9295 0.6227 0.2156
50 1.1286 0.8226 0.0636
Hv-geblockte Kreuzvalidierung 100 1.1974 0.8181 -0.3061
200 1.3396 1.0242 -0.3708
500 0.8689 0.6063 0.2244
50 1.3409 0.9592 0.1190
Holdout 100 1.1616 0.8400 0.0415
200 1.1409 0.8596 -0.1269
500 1.2087 0.9147 0.2200

Tabelle 6: Resultate von AS.3 anhand der skalenbasierten Fehlermafe fiir die Datenldngen T=50, 100, 200 und
500.
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10 Conclusio

10.1 Beantwortung der Forschungsfrage

In der Modellselektion bei Prognosen gilt es jenes Modell mit seinen Parametern zu
wahlen, dass den kleinsten out-of-sample Prognosefehler besitzt. In der
wissenschaftlichen Literatur gibt es derzeit keine etablierte Vorgehensweise zur
Schiatzung des out-of-sample Prognosefehlers in Zeitreihendaten. Die gestellte
Forschungsfrage: ,Welches Kreuzvalidierungsverfahren bietet die robustesten und
aussagekriftigsten Prognosefehlerabschitzungen bei stationidren Zeitreihendaten?”,
konnte anhand der Literatur nicht beantwortet werden. Das Ziel dieser Masterarbeit war,

mit Hilfe eines empirischen Experimentes eine Antwort auf diese Fragestellung zu finden.

Die Ergebnisse zeigten, dass es keine eindeutige Antwort auf die gestellte
Forschungsfrage gibt, da die Robustheit der Kreuzvalidierungsverfahren von dem
verwendeten Prognosemodell und von den Daten abhingig ist. Ist das Prognosemodell
geeignet (AS.1) oder zumindest optimal (AS.2), so lieferte die geblockte und die hv-
geblockte Kreuzvalidierung die robustesten und aussagekréftigsten Fehlerabschitzungen
bei stationédren Zeitreihenprognosen. Dariiber hinaus bekréftigten die erzielten Resultate
von AS.1 und AS.2 die Erkenntnis von Bergmeir, Hyndmann, Koo [BKH18], dass die k-
fache Kreuzvalidierung robuster ist, als das Holdout-Verfahren. Die theoretischen Méngel
der k-fachen Kreuzvalidierung sind daher in der Praxis zu vernachlédssigen. Eine
Uberpriifung des Einflusses der Datenlinge auf die Leistung der vier
Kreuzvalidierungsverfahren zeigte, dass sich die Varianz der Fehlerabschédtzungen im
Allgemeinen mit zunehmender Linge der Zeitreihendaten verringert. Die untersuchten
Validierungsverfahren kénnen somit die Prognosegenauigkeit genauer schitzen, je mehr
Beobachtungen zur Verfigung stehen. Die Experimente lieferten jedoch keinen Hinweis
darauf, dass die Datenldnge der Zeitreihe einen signifikanten Einfluss auf die Wahl der
Validierungsmethode hat. Es ist jedoch zu beachten, dass die Ergebnisse von AS.1 und
AS.2 unter synthetischen Daten erzielt wurden. AS.3 untersuchte anhand von realen
Temperaturdaten den Fall, dass das geeignete Prognosemodell nicht bekannt ist oder
falsch spezifiziert ist. Die Resultate in Kapitel 8 zeigten, dass das Holdout-Verfahren als
Validierungsverfahren gewéahlt werden sollte, wenn das passende Prognosemodell nicht
bekannt ist. Eine Uberpriifung des Einflusses der Datenlédnge auf die Leistungsfihigkeit

der Validierungsverfahren implizierte, dass dieses Ergebnis jedoch nur auf eine
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Datenlidnge von T = 200 beschréankt ist und die Ergebnisse in AS.3 daher mit Vorsicht zu

interpretieren sind.

Das empirische Experiment zeigte, dass die Wahl des verlasslichsten
Kreuzvalidierungsverfahrens von den zugrundeliegenden Daten und vom Prognosemodell
abhangt. Fiur den Fall, dass synthetische Daten verwendet werden und das
Prognosemodell passend oder nicht ganz optimal ist, so ist die Antwort auf die gestellte
Forschungsfrage, dass die geblockte und die hv-geblockte Kreuzvalidierung die
robustesten und aussagekraftigsten Prognosefehlerschiatzungen in stationdren

Zeitreithendaten liefern.

10.2Diskussion der Methode

Fiur die Beantwortung der Forschungsfrage wurde ein empirisches Experiment
verwendet. Dieses vergleicht in drei unterschiedlichen Anwendungsszenarien vier Arten
der Kreuzvalidierung und zusatzlich die Holdout-Methode. AS.1 und AS.2 basieren auf
synthetische = Daten, wéhrend AS.3 ein reales Szenario mit zwel
Temperaturzeitreihendaten darstellt. Der Literaturteil dieser Arbeit dient zum besseren

Verstandnis des Themas, bietet jedoch keine Antwort auf die gestellte Forschungsfrage.

Anhand des empirischen Experimentes konnten Antworten auf einige Aspekte der
gestellten Forschungsfrage gefunden werden. Sie ist jedoch viel zu komplex, um sie im
Rahmen einer Masterarbeit umfassend beantworten zu kénnen. Fir die SchlieBung der
Forschungsliicke und einer generellen Beantwortung der gestellten Forschungsfrage,
bedarf es einer umfassenderen Untersuchung, die auf einer groBeren Menge an realen
Daten basiert, mehrere Prognosemodelle abdeckt, verschiedene Vorhersagealgorithmen
einbezieht und zuséitzliche Fehlermalle beriicksichtigt. Die Masterarbeit hat jedoch
geschafft, die Forschungsliicke zu reduzieren. Es wire interessant dieses Thema in
zukiunftigen Forschungen weiter zu vertiefen, mit dem Ziel eine generelle Antwort auf die

Forschungsfrage zu erhalten.

10.3 Ausblick

Eine mogliche Frage die sich aus den erzielten Ergebnissen ableitet ist, ob AS.1
(untersucht den Fall, dass das Prognosemodell geeignet ist) und AS.2 (falls das
Prognosemodell sub-optimal ist) unter realen Daten auch andere Ergebnisse liefern
wirden. Die Frage lasst sich auch in die umgekehrte Richtung stellen: Wie wiirden sich

die Validierungsverfahren in AS.3 (wenn das Prognosemodell falsch spezifiziert ist)
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verhalten, wenn die Untersuchung anhand von synthetischen Daten erfolgt? Zukinftige
Forschung sollte daher weitere Anwendungsszenarien unter Zuhilfenahme verschiedener

Datensétze abdecken, insbesondere durch die Verwendung von realen Daten.

Eine weitere offene Frage 1in diesem Zusammenhang 1ist, wie sich die
Kreuzvalidierungsverfahren verhalten, wenn die Zeitreihendaten nicht stationir sind. In
der Praxis handelt es sich oft um Zeitrethen mit komplexen Strukturen, die kein
stationédres Verhalten aufweisen. Diese beinhalten zukiinftige Muster, die in vergangenen

Beobachtungen nicht enthalten sind [CTM20, S. 22].

Die offenen Fragestellungen und Diskussionspunkte zeigen auf, dass noch viel
Forschungsbedarf in diesem Thema besteht. Es ist von Bedeutung dieses Thema weiter
zu erforschen, da viele Unternehmen, die mit Datensitzen arbeiten, vermehrt auf
Machine Learning setzten. Durch den Einsatz von Machine Learning Ansétzen kénnen
Unternehmen zuverldssiger und effektiver arbeiten und einen Wettbewerbsvorteil
erlangen [He21, S.1]. Die Kreuzvalidierung ist ein wesentlicher Bestandteil des Machine
Learning Workflows und kann daher fiir viele Unternehmen eine entscheidende Rolle

sein.
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Anhang A

Das folgende kurze, numerische Beispiel spiegelt die Durchfiihrung des empirischen
Experimentes wider. Hierfiir wird ein Datensatz mit einer Datenldnge von T = 10
gewahlt. Im Speziellen wird die Methode der 5-fache Kreuzvalidierung dargestellt. Ziel
dieses numerischen Beispiels ist, ein besseres Verstdndnis des Aufbaus und der

Durchfithrung des Experimentes zu gewahrleisten.

Ziel der Modellvalidierungsverfahren ist den tatsidchlichen Prognosefehler PE so genau
wie moglich anhand des In-Sets zu schitzen. Das In-Set enthélt 80% der Daten, das Out-
Set 20%. Anhand der In-Set Daten erfolgt eine Schétzung des (tatséchlichen)
Prognosefehler PE. Die Out-Set Daten dienen zur Berechnung des tatsichlichen
Prognosefehlers PE. Ist die Differenz zwischen PE und PE gering, so liegt eine gute

Leistung des Modellvalidierungsverfahrens vor.
1) Berechnung des tatséchlichen Prognosefehlers PE anhand der Out-Set Daten:

Der Gesamtdatensatz X wird in Trainings- und Testdaten geteilt:

Train (80%) Test (20%)

target Tml Tm2 target Tml Tm2
1981-01-03 34.5 32.4 38.1 1981-01-11 20.4 20.6 36.1
1981-01-04 20.7 34.5 32.4 1981-01-12 30.1 20.4 20.6
1981-01-05 21.5 20.7 34.5
1981-01-06  23.1 21.5 20.7
1981-01-07 29.7 23.1 21.5
1981-01-08 36.6 29.7 23.1
1981-01-09 36.1 36.6 29.7
1981-01-10 20.6 36.1 36.6

AnschlieBend erfolgt eine ganz normale lineare Regression. Anhand der Trainingsdaten
wird das Prognosemodell (lineare Regression mit zwei Regressoren) gebildet und der

tatséchliche Prognosefehler anhand der Testdaten berechnet:

Prognose von y:

20.6
20.4

36.1

26.8565 + ( o

)+ 0.4941 + ( 20'56)

) * (~0.4563) = (27_5 .

Berechnung des Fehlers (RMSE):

> 2\/2* ((20.56 — 20.4)2 + (27.54 — 30.1)2) = ~1.81 = PE
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2) Berechnung des geschitzten Prognosefehlers PE anhand der In-Set Daten:

Hier wird NUR der Trainingsdatensatz verwendet und nicht der komplette Datensatz, da

der Trainingsdatensatz in diesem Fall die In-Set Daten widerspiegelt. Dies bedeutet:

ySurspringliche” Traininingsdaten = In-Set

Daten (X_in)

1981-01-03
1981-01-04
1981-01-05
1981-01-06
1981-01-07
1981-01-08
1981-01-09
1981-01-10

targe
34.

t
5
7
5
.1
7
6
1
6

Tml Tm2
32.4 38.1
34.5 32.4
20.7 34.5
21.5 20.7
23.1 21.5
29.7 23.1
36.6 29.7
36.1 36.6

Der erste Schritt der k-fachen Kreuzvalidierung ist den Gesamtdatensatz (hier X_in) zu

mischen. Nach zufidlligem Mischen des Datensatzes entsteht folgender Datensatz

X_In_neu:

target Tml Tm2
1981-01-09 36.1 36.6 29.7
1981-01-10 20.6 36.1 36.6
1981-01-05 21.5 20.7 34.5
1981-01-08 36.6 29.7 23.1
1981-01-04 20.7 34.5 32.4
1981-01-06 23.1 21.5 20.7
1981-01-07 29.7 23.1 21.5
1981-01-03 34.5 32.4 38.1

X_in_neu wird anschlieBend in 5 Blocke eingeteilt, da die 5-fache Kreuzvalidierung

gewéihlt worden ist. Bei einer 10-fachen Kreuzvalidierung beispielweise wiirde der

Datensatz in 10 Blocke eingeteilt werden. Die Daten gehoren zu folgendem Block:

[1] 11233455

Die Aufteilung des Gesamtdatensatzes in Training- und Testdaten erfolgt nun geméil der

Blocke. Ein Block spiegelt immer den Testdatensatz wider, wéhrend die verbliebenen k —

1 Blécke (hier 4 Blocke) den Trainingsdatensatz bilden.
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Die folgenden Schritte a) bis ¢) werden fiir alle 5 Blocke durchgefiihrt. Demonstrativ wird

nur der Rechenvorgang fiir Block 1 dargestellt:
a) Aufteilung in Trainings- und Testdatensatz

Angenommen Block 1 wird als Testdatensatz gewéahlt, so erfolgt folgende Aufteilung in

Trainings- und Testdatensatz:

Trainingsdaten ,neu” fiir In-Set, Block 1 Testdaten ,neu” fiir In-Set, Block 1
target Tml Tm2 target Tml Tm2
1981-01-05 21.5 20.7 34.5 1981-01-09 36.1 36.6 29.7
1981-01-08 36.6 29.7 23.1 1981-01-10 20.6 36.1 36.6
1981-01-04 20.7 34.5 32.4
1981-01-06 23.1 21.5 20.7
7
5

1981-01-07 29.7 23.1 21.5
1981-01-03 34.5 32.4 38.1

b) Koeffizienten fiir Prognosemodell (hier lineare Regression mit zwei Regressoren)

finden.

Die Regressionskoeffizienten werden mit Hilfe der OLS-Methode gefunden. Fur das

numerische Beispiele erhalten wir folgende Koeffizienten:

Coefficients:
(Intercept) Tml Tm2
14.4675 0.5147 -0.2704

¢) RMSE berechnen

Prognose fiir y:

[,1]
[1,] 32.27748
[2,] 30.15464

Der RMSE betragt daher:

RMSE = U%*((3228-—361)2+(3o15—-2a6y):=~72767

Die Schritte a) bis ¢) werden daher fur alle 5 Blocke wiederholt. Dies bedeutet, dass wir
bei einer f-fachen Kreuzvalidierung eigentlich 5 Prognosemodelle und 5
Fehlerschiatzungen haben. Aus den 5 Root-Mean Squared Errors wird der Durchschnitt

gebildet, um eine Schétzung fiir den Prognosefehler zu erhalten:

1 —
(7.2767 ...+ 0.56856 + 8.13019 ... + 8.3748.. 49.6841...) * ==~ 6.81 = PE
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In diesem numerischen Beispiel betridgt der tatséchliche Prognosefehler PE = 1.81 und

der geschitzte Prognosefehler PE = 6.81.

Fiir die Messung des Fehlers zwischen PE und PE iiber alle Datensétze im Experiment

werden die in Kapitel 7.5 vorgestellten Fehlermale verwendet.
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Anhang B

Nachfolgend ist der R-Code um die Ergebnisse des empirischen Experimentes
reproduzieren zu kénnen. Fir die Durchfithrung wurde die Version 2022.12.0+353 von R
verwendet.

Die Hauptergebnisse der Masterarbeit befinden sich im R-Skript "Main_real.R" und
»,Main_syn.R“ Diese sind eigentlich die einzig erforderlichen R-Skript fiir die Replikation
der Ergebnisse aus Kapitel 8. ,Funktionen_Ergebnisse.R“, ,,Validierungsverfahren.R“ und
,Verlustfunktion.R“ sind R-Skripte, die notwendige Funktionen fiir die Ausfiihrung von
»2Main_real. R“ und ,Main_syn.R“ beinhalten.

Dariber hinaus befindet sich im R-Skript ,Daten.R“ der Code, um alle benétigten Daten
fir die Masterarbeit zu reproduzieren. Hierfiir werden synthetische Daten aus einem
AR(2) und einem MA(1) Prozess generiert, beziehungsweise reale Daten von der Time
Series Data Library (tsdl) verwendet. ,Daten_Funktionen.R“ und ,simulateTS.R“
beinhalten notwendige Funktionen fir die erfolgreiche Ausfithrung von ,Daten.R“.

Fur Kapitel 9,,Priifen der Robustheit® mussten weitere Daten generiert werden. Der Code
hierfiir befindet sich in dem R-Skript ,Daten_robustcheck.R“. Die Auswertung der
Ergebnisse erfolgt fir AS.1 und AS.2 in ,Main_Robustcheck_syn.R“ sowie fiir AS.3 in
»2Main_Robustcheck_real.R“. Fiir das Plotten der Boxplots wurde ein eigenes R-Skript,

unter dem Namen , Plots_robustcheck.R“ erstellt.

Insgesamt besteht das Experiment aus 12 selbstgeschriebenen R-Skripten:

e B.1 Hauptergebnisse (Kapitel 8)
Main_syn.R
Main_real.R
Funktionen_Ergebnisse.R
Validierungsverfahren.R
Verlustfunktion.R
Maxtemp.plots.R
¢ B.2 Verwendete Daten

o Daten.R

o Daten_Funktionen.R
e B.3 Priifen der Robustheit (Kapitel 9)
Daten_robustcheck.R
Main_Robustcheck_syn.R
Main_Robustcheck_real. R
Plots_robustcheck.R

O O O O O O

O O O O
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B1 Hauptergebnisse (Kapitel 8)
Main_syn.R

Dieses R-Skript dient zur Reproduktion der Hauptergebnisse der Masterarbeit fur AS.1
und AS.2. Hierzu wird der relative Fehler als Fehlermall verwendet und die

skalenbasierten Fehlermalle (RMSE, MAPAE und MPAE).

# muss individuellen Pfad anpassen!
setwd("C:/Users/potik/OneDrive/Dokumente/Fern fH/Masterarbeit/Code")
HHHAHHEHHAEHH AR
# 1) Laden der bendtigten Daten und Funktionen

# hier entweder nur einen synthetischen Datensatz AR(2) oder MA(1) wahlen
load("Daten/AR2.embedded.rdata")
#load("Daten/MAl.embedded.rdata")

# Laden der benotigten Funktionen
source("Verlustfunktion.R")

source("Validierungsverfahren.R")
source("Funktionen_Ergebnisse.R")

### ACHTUNG! Hier erneut den richtigen Datensatz wahlen!!

#embedded_time_series <- embedded.MA1l

embedded_time_series <- embedded.AR2

HHHHH R S
# 2) Gesamtdatensatz teilen

form <- target~.

outer_split <- .8 # Gesamtdatensatz gemdR 80/20 teilen

FHESHHR S R R R R R R A S R A R

# 3) realtive Fehler (inkl. Boxplots)

rel kkv <- final results_relativ(embedded_time_series,outer_split,form,LRM_rmse,5, "kkv")
rel bkv <- final results_relativ(embedded_time_series,outer_split,form,LRM_rmse,5, "bkv")
rel mkv <- final results_relativ(embedded_time_series,outer_split,form,LRM_rmse,5, "mkv")
rel hv_bkv <-
final_results_relativ(embedded_time_series,outer_split,form,LRM_rmse,5,"hv_bkv")

rel_h <- final_results_relativ(embedded_time_series,outer_split,form,LRM_rmse,5,"h")

# Boxplot
#ACHTUNG! Bei Beschriftung vom Titel muss dieser an das entsprechende AS adaptiert werden!

#vertikale Beschriftung der einzelnen Boxplots und SchriftgroRe auf 0.8 einstellen
par(las =2, cex.axis =0.8)
boxplot(rel(rel_kkv),rel(rel_bkv),rel(rel_mkv),rel(rel_hv_bkv),rel(rel_h),

names = c("k-fache KV", "gebl. KV", "mod. KV", "hv-gebl. KV","Holdout"),

ylab = "Out-Set Fehler / In-Set Fehler",

main = "Anwendungsszenario 1")
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#Scatterplot

# wurde in Masterarbeit schlussendlich nicht verwendet, da kaum ein Unterschied zwischen
# den Plots zu sehen ist

par(mfrow = c(3, 2)) #Grafikbereich auf 3 Zeilen und 2 Spalte festlegen

t#tvertikale Beschriftung der einzelnen Boxplots und SchriftgroBe auf 0.8 einstellen
par(cex.axis =0.6, cex.main = 0.75)

plot (rel_kkv, xlab = "Out-Set Fehler (PE)", ylab ="In-Set Fehler (PE_hat)", main ="k-
fache KV")
abline(coef = c(0,1))
plot (rel_bkv, xlab
="geblockte KV")
abline(coef = c(0,1))
plot (rel_mkv, xlab
="modifizierte KV")
abline(coef = c(0,1))
plot (rel_hv_bkv, xlab = "Out-Set Fehler (PE)", ylab ="In-Set Fehler (PE_hat)", main ="hv-
geblockte KV")

abline(coef = c(0,1))

plot (rel_h, xlab = "Out-Set Fehler (PE)", ylab ="In-Set Fehler (PE_hat)", main ="Holdout")
abline(coef = c(0,1))

"Out-Set Fehler (PE)", ylab ="In-Set Fehler (PE_hat)", main

"Out-Set Fehler (PE)", ylab ="In-Set Fehler (PE_hat)", main

HHHHHH R R R R R
# 4) skalenbasierte Fehlermale (RMSE, MAPAE, MPAE)

# 1 Moglichkeit: wenn nur einzelne Daten haben will (kiirzere Rechendauer -> max 1 Minute)

# Hier muss das Validierungsverfahren in der Funktion entsprechend angepasst werden:
# 'kkV' = k-fache Kreuzvalidierung

# 'bkv' = geblockte Kreuzvalidierung

# 'mkv' = modifizierte Kreuzvalidierung

#  'hv_bkv' = hv-geblockte Kreuzvalidierung

# 'h' = Holdout

final_results(embedded_time_series,outer_split,form,LRM_rmse,5, "hv_bkv", "mapae")
final_results(embedded_time_series,outer_split,form,LRM_rmse,5,"hv_bkv", "mpae")
final_results(embedded_time_series,outer_split,form,LRM rmse,5,"hv_bkv", "rmse")

# 2 Moglichkeit: wenn ganze Matrix haben mochte (! Dauer mindestens 7 Minuten!)
# die drei skalenbasierten FehlermaBe werden fir alle 5 Validierungsverfahren berechnet:

# 'kkV' = k-fache Kreuzvalidierung

# 'bkv' = geblockte Kreuzvalidierung

# 'mkv' = modifizierte Kreuzvalidierung

#  'hv_bkv' = hv-geblockte Kreuzvalidierung
# 'h' = Holdout

Fehler_skalenb(embedded_time_series, outer_split, form, LRM_rmse)
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Main_real.R

Dieses R-Skript dient zur Reproduktion der Hauptergebnisse der Masterarbeit fiir AS.3.
Hierzu wird erneut der relative Fehler als Fehlermal} verwendet und die skalenbasierten

Fehlermafle (RMSE, MAPAE und MPAE).

# muss individuellen Pfad anpassen!
setwd("C:/Users/potik/OneDrive/Dokumente/Fern fH/Masterarbeit/Code")

HHHHH A H A H A
# 1) Laden der bendtigten Daten und Funktionen

load("Daten/Maxtemp.embedded.rdata")
load("Daten/Mintemp.embedded.rdata")

source("Verlustfunktion.R")
source("Validierungsverfahren.R")
source("Funktionen_Ergebnisse.R")

# Maximmaltemperatur-Daten entsprechend anpassen:

Maxtemp <- embedded.Maxtemp

#letzten 48 Eintrdge ldschen, da ansonsten Dataframe nicht auf eine Liste von Dataframes
# mit einer Lange von 200 aufgeteilt werden kann

Maxtemp <- Maxtemp[1:(nrow(Maxtemp)-48), ]

T <- 200 #Datenldnge

# Dataframe in eine Liste von Dataframes mit jeweils Ldange von 200 aufteilen
Maxtemp_list <- split(Maxtemp, rep(l:(nrow(Maxtemp)/T), each=T))

# Minimumtemperatur-Daten entsprechend anpassen:

Mintemp <- embedded.Mintemp

Mintemp <- Mintemp[1:(nrow(Mintemp)-48), ] #letzten 48 Eintrdge ldschen

T <- 200 #Datenlange

# Dataframe in eine Liste von Dataframes mit jeweils Ldnge von 200 aufteilen
Mintemp_list <- split(Mintemp, rep(1:(nrow(Mintemp)/T), each=T))

# Maxtemp_list und Mintemp_list zu einem Dataframe zusammenfiihren
embedded_time_series <- c(Maxtemp_list, Mintemp_list)

B R R R S
# 2) Gesamtdatensatz teilen

form <- target~.

outer_split <- .8 # Gesamtdatensatz gemaR 80/20 teilen

B T
# 3) realtive Fehler (inkl. Boxplots)

rel_kkv <- final_results_relativ(embedded_time_series,outer_split,form,LRM_rmse,5, "kkv")
rel bkv <- final_results_relativ(embedded_time_series,outer_split,form,LRM_rmse,5, "bkv")
rel _mkv <- final_results_relativ(embedded_time_series,outer_split,form,LRM_rmse,5, "mkv")
rel hv_bkv <-

final _results_relativ(embedded time_series,outer_split,form,LRM rmse,5,"hv_bkv")

rel h <- final results_relativ(embedded_time_series,outer_split,form,LRM _rmse,5,"h")

# Boxplot
par(las =2, cex.axis =0.8) #vertikale Beschriftung der einzelnen Boxplots und SchriftgroRe
auf 0.8 einstellen
boxplot(rel(rel_kkv),rel(rel_bkv),rel(rel_mkv),rel(rel_hv_bkv),rel(rel_h),

names = c("k-fache Kv", "gebl. KV", "mod. KV", "hv-gebl. KV","Holdout"),

ylab = "Out-Set Fehler / In-Set Fehler",

main = "Anwendungsszenario 3")
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#Scatterplot

# wurde in Masterarbeit schlussendlich nicht verwendet, da kaum ein Unterschied zwischen
# den Plots zu sehen ist

par(mfrow = c(3, 2)) #Grafikbereich auf 3 Zeilen und 2 Spalte festlegen

#tvertikale Beschriftung der einzelnen Boxplots und SchriftgroBe auf 0.8 einstellen
par(cex.axis =0.6, cex.main = 0.75)

plot (rel_kkv, xlab = "Out-Set Fehler (PE)", ylab ="In-Set Fehler (PE_hat)", main ="k-
fache KV")
abline(coef = c(0,1))
plot (rel_bkv, xlab
="geblockte KV")
abline(coef = c(0,1))
plot (rel_mkv, xlab
="modifizierte KV")
abline(coef = c(0,1))
plot (rel_hv_bkv, xlab = "Out-Set Fehler (PE)", ylab ="In-Set Fehler (PE_hat)", main ="hv-
geblockte KV")

abline(coef = c(0,1))

plot (rel_h, xlab = "Out-Set Fehler (PE)", ylab ="In-Set Fehler (PE_hat)", main ="Holdout")
abline(coef = c(0,1))

"Out-Set Fehler (PE)", ylab ="In-Set Fehler (PE_hat)", main

"Out-Set Fehler (PE)", ylab ="In-Set Fehler (PE_hat)", main

HHHHH A H AR
# 4) skalenbasierte Fehlermafe (RMSE, MAPAE, MPAE)

# 1 Moglichkeit: wenn nur einzelne Daten haben will (kiirzere Rechendauer -> max 1 Minute)

# Hier muss das Validierungsverfahren in der Funktion entsprechend angepasst werden:
# 'kkV' = k-fache Kreuzvalidierung

# 'bkv' = geblockte Kreuzvalidierung

# 'mkv' = modifizierte Kreuzvalidierung

#  'hv_bkv' = hv-geblockte Kreuzvalidierung

# 'h' = Holdout

final_results(embedded_time_series,outer_split,form,LRM rmse,5,"hv_bkv", "mapae")
final_results(embedded_time_series,outer_split,form,LRM rmse,5,"hv_bkv", "mpae")
final_results(embedded_time_series,outer_split,form,LRM rmse,5,"hv_bkv", "rmse")

# 2 Moglichkeit: wenn ganze Matrix haben mochte
# die drei skalenbasierten FehlermaBe werden fiir alle 5 Validierungsverfahren berechnet:

# 'kkV' = k-fache Kreuzvalidierung

# 'bkv' = geblockte Kreuzvalidierung

# 'mkv' = modifizierte Kreuzvalidierung

# 'hv_bkv' = hv-geblockte Kreuzvalidierung

# 'h' = Holdout

Fehler_skalenb(embedded_time_series, outer_split, form, LRM_rmse)
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Funktionen_Ergebnisse.R

Dieses R-Skript beinhaltet alle generellen Funktionen um die Hauptergebnisse aus

Kapitel 8 reproduzieren zu kénnen.

# Funktion, um Gesamtdatensatz in Trainings- und Testdaten zu teilen
partition <- function(x, hat.ratio) {
len <- NROW(x)

if (class(x)[1] == "data.frame") {
train <- x[ seq_len(hat.ratio * len),]
test <- x[-seq_len(hat.ratio * len),]
} else {
train <- x[ seq_len(hat.ratio * len)]
test <- x[-seq_len(hat.ratio * len)]

}

list(train = train, test = test)

# funktion Single_error -> fiir eine Zeitreihe den Fehler berechnen!
Single_error <- function(x,outer_split,form,PM_verlust,nblock, methode_kv){

##1) PE (= Fehler von in-Set ermitteln)
#tkompletter Datensatz wird gemdR outer_split aufgeteilt
Xp <- partition(x, outer_split)

# Teilung in Trainings- und Testdaten
train <- xp$train
test <- xp$test

# Fehler von in-set:
PE <- PM_verlust(form, train, test)

##2) PE_hat (=Fehler von Out-Set ermitteln mit Kreuzvalidierungsverfahren bzw. Holdout)
# hier wird Trainings-set (und NICHT ganzer Datensatz) verwendet
Kreuzval <- switch (methode kv,

"kkv" = kkv,
"bkv" = blocked kv,
"mkv" = modified kv,

"hv_bkv"= hv_blocked_ kv,
"h" = holdout)

# prognostizierte Fehler durch out-set
PE_hat <- Kreuzval(train,nblock,PM_verlust)

##3) Output:
error <- c(PE_hat,PE)
error
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# Funktion "final_results": alle Zeitreihen (=kompletter Datensatz) wird herangezogen
# PE_hat und PE von jeder einzelner Zeitreihe wird berechnet und zum Schluss das
# gewdhlte Fehlermall berechnet

final_results <- function(Daten_embedded, outer_split,form,PM_verlust,nblock, methode_kv,
fehler_messung){

#flir jede einzele Zeitreihe PE_hat und PE berechnen
erg <- list()
erg_alle <- lapply(1l:length(Daten_embedded),
function(i) {
x <- Daten_embedded[[i]]
erg[[i]] <- Single_error(x,outer_split,form,PM_verlust,nblock,

1}

PE_hat <- unlist(lapply(erg_alle, “[[, 1))
PE <- unlist(lapply(erg_alle, "[[ , 2))

methode_kv)

# Fehlermall auswahlen
measure_error <- switch(fehler_messung,

"rmse" = rmse,
"mapae" = mapae,
"mpae" = mpae)

# berechnen des Prognosefehlers
fehler <- measure_error(PE_hat,PE)
fehler

# Funktion fir das FehlermaR: relative Fehler

final_results_relativ <- function(Daten_embedded, outer_split,form,PM_verlust,nblock,
methode_kv){

#flr jede einzelne Zeitreihe PE_hat und PE berechnen
erg <- list()
erg_alle <- lapply(1:length(Daten_embedded),
function(i) {
X <- Daten_embedded[[i]]
erg[[i]] <- Single_error(x,outer_split,form,PM_verlust,nblock,

1)

PE_hat <- unlist(lapply(erg_alle, "[[", 1))
PE <- unlist(lapply(erg_alle, “[[", 2))

methode_kv)

# in Liste darstellen (fir relativen Vergleich)
relativ <- list(x = PE, y = PE_hat)
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Validierungsverfahren.R

In diesem R-Skript befinden sich die Funktionen fiir die 5 untersuchten
Validierungsverfahren: k-fache Kreuzvalidierung, geblockte Kreuzvalidierung,

modifizierte Kreuzvalidierung, hv-geblockte Kreuzvalidierung und die Holdout-Methode.

#i##tk-fache Kreuzvalidierung (KV)

kkv <- function(x, nblock, PM_verlust){
#1. Daten zufdllig mischen
set.seed(123) # fir Reproduzierbarkeit seed setzen
x_neu <- x[sample(NROW(x)), ]

#2. Daten in Blocke einteilen
kv.block <- function(x, nblock) {
cut(seq_len(NROW(x)), breaks = nblock, labels = FALSE)

¥
f <- kv.block(x_neu, nblock)

#3. Modell anpassen und Verlust ermitteln
kkv.erg <- list()
for (i in seq_len(nblock)) {
zr.id <- which(f == i) #Block als Test-Set wahlen

train <- x_neu[-zr.id, ] #gewahlten Block (= Test-Set) von Daten wegnehmen
test <- x_neu[ zr.id, ]

#Modell an die verbleibenden K-1-Blocke anpassen & Verlust ermitteln
kkv.erg[[i]] <- PM_verlust(form, train, test)

}

#4. Durchschnitt der k-Verluste bilden
kkv.erg <- mean(unlist(kkv.erg, use.names = FALSE))

kkv.erg

}
#tkkv(x,5,LRM _rmse)

kv(x,5,LRM_rmse)

#### Geblockte Kreuzvalidierung (KV)
# Standard k-fache Kreuzvalidierung ohne anfanglicher (zufdlliger) Mischung der Daten
blocked_kv <- function(x, nblock, PM_verlust){

#1. Daten in Blocke einteilen
kv.block <- function(x, nblock) {
cut(seq_len(NROW(x)), breaks = nblock, labels = FALSE)

¥
f <- kv.block(x, nblock)
#2. Modell anpassen und Verlust ermitteln
bkv.erg <- list()
for (i in seq_len(nblock)) {
zr.id <- which(f == i) #Block als Test-Set wahlen

train <- x[-zr.id, ] #gewahlten Block (= Test-Set) von Daten wegnehmen
test <- x[ zr.id, ]
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#Modell an die verbleibenden K-1-Blocke anpassen & Verlust ermitteln
bkv.erg[[i]] <- PM_verlust(form, train, test)

#4. Durchschnitt der k-Verluste bilden
bkv.erg <- mean(unlist(bkv.erg, use.names = FALSE))

bkv.erg
#blocked_kv(x,5,LRM_rmse))

#### Modifizierte Kreuzvalidierung

# Standard k-fache KV, mit dem Zusatz dass jene Beobachtungen aus dem Train-Set,

# die mit dem Test-Set abhangig sind, entfernt werden.

# Die Anzahl an lags p im AR(p) Prozess gibt die Distanz an, ab welcher Beobachtungen
# unabhangig sind. Im folgenden enthdlt das Trainingsset daher die Werte:

# {1, ...,Z-p-1,...,Z+p+1,...n}.

modified_kv <- function(x, nblock, PM_verlust){

p <- ncol(x)-1 #gibt Anzahl an lags p von AR(p)-Prozess an
x$nr <- seq_len(nrow(x)) #"Nummerierung" hinzufiligen (um abhdngige Beobachtungen =zu
finden)

#1. Daten zufallig mischen
set.seed(123) # fiir Reproduzierbarkeit
X_neu <- x[sample(NROW(x)), ]

#2. Daten in Blocke einteilen
kv.block <- function(x, nblock) {
cut(seq_len(NROW(x)), breaks = nblock, labels = FALSE)

}
f <- kv.block(x_neu, nblock)

#3. abhangige Beobachtungen aus Trainingsset entfernen und Modell trainieren
mkv.erg <- list()
for (i in seq_len(nblock)) {
ts.id <- which(f == i)
test <- x_neu[ts.id, ] #gewdhlten Block (z.B: f=1) alle Daten auswdhlen als Test-Set

#3.a) abhangige Beobachtungen finden:

abhBeob <- unlist(lapply(test$nr, function(z){(z-p-1):(z+p+1)}))
abhBeob <- unique(abhBeob) # Doppelte Werte 10schen

abhBeob <- abhBeob[abhBeob > 0]

#3.b) Trainingsset bestimmen = Testset und abhangige Beobachtungen von Datensatz
#entfernen

train <- x_neu[-abhBeob, ]

if (nrow(train) < 1) {

mkv.erg[[1]] <- NA #falls keine Beobachtungen in Trainingsset Ulberbleiben wiirden...
} else {

test$nr <- NULL #Nummerierung entfernen

train$nr <- NULL

#3.c) Modell an die verbleibenden K-1-Bldcke anpassen & Verlust ermitteln
mkv.erg[[i]] <- PM_verlust(form, train, test)
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#4. Durchschnitt der k-Verluste bilden
mkv.erg <- mean(unlist(mkv.erg, use.names = FALSE))

mkv.erg

#tmodified_kv(x,5,LRM rmse)

#### HV-Blocked-K-fache Kreuzvalidierung (KV)
# = blocked KV, mit Zusatz dass abhangige Beobachtungen zwischen Trainings- und
# Testset entfernt werden (aus Trainingsset).

hv_blocked_kv <- function(x, nblock, PM_verlust){

p <- ncol(x)-1 #gibt Anzahl an lags p von AR(p)-Prozess an
#"Nummerierung" hinzufiigen (um abhdngige Beobachtungen zu finden)
x$nr <- seq_len(nrow(x))

#1. Daten in Blocke einteilen
kv.block <- function(x, nblock) {
cut(seq_len(NROW(x)), breaks = nblock, labels = FALSE)

}
f <- kv.block(x, nblock)

#2. abhangige Beobachtungen aus Trainingsset entfernen und Modell trainieren
hvkv.erg <- list()
for (i in seq_len(nblock)) {

ts.id <- which(f == i)

#fir den gewdhlten Block (z.B: f=1) alle Daten auswdhlen als Test-Set

test <- x[ts.id, ]

#2.a) abhangige Beobachtungen finden:

abhBeob <- unlist(lapply(test$nr, function(z){(z-p-1):(z+p+1)}))
abhBeob <- unique(abhBeob) # Doppelte Werte 1dschen

abhBeob <- abhBeob[abhBeob > 9]

#abhBeob <- abhBeob[abhBeob > nrow(x)]

#2.b) Trainingsset bestimmen = Testset und abhdngige Beobachtungen von Datensatz
# entfernen
train <- x[-abhBeob, ]

#2.c) Nummerierung entfernen
test$nr <- NULL
train$nr <- NULL

#2.d) Modell an die verbleibenden K-1-Bldcke anpassen & Verlust ermitteln
hvkv.erg[[i]] <- LRM_rmse(form, train, test)

}

#3. Durchschnitt der k-Verluste bilden
hvkv.erg <- mean(unlist(hvkv.erg, use.names = FALSE))

hvkv.erg

}
#hv_blocked_kv(x,5,LRM_rmse)
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#i### Holdout-Methode
# klassisches Out-of-sample Verfahren
holdout <- function(x, nblock, PM_verlust) {
nblock <- nblock
xp <- partition(x, 0.7) # 70% fir Trainingsset (30% Testset)

train <- xp$train
test <- xp$test

# Verlust ermitteln
PM_verlust(form, train, test)

#holdout(x,LRM_rmse)
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Verlustfunktion.R

In diesem R-Skript befinden sich die die notwendige Funktionen, um die Koeffizienten des
Prognosemodells (lineare Regression mit zwei Regressoren) zu finden, sowie die

Verlustfunktion.

# Lineare Regression mit zwei Regressoren wird als Prognosemethode gewdhlt:

library(tsensembler)
form <- target ~ .

LRM <- function(form, train, test){

nur erklarende Variablen X erhalten (abhangige Variable wird durch 1 ersetzt!)
<- model.matrix(form, train)

<- data.frame(X[,-11)

<- get_y(train, form) # abhdngige Variable Y

< X X #

#Durchfiihren von OLS an Trainingsdaten (=Modell trainieren)
lrm_m <- Im(Y ~ ., data=X) # wdhle alle erkldrenden Variablen

Xtest <- model.matrix(form, test) #x-Werte von test-data
if (ncol(Xtest) == 2) {

Xtest <- Xtest[,-1]

Xtest <- as.data.frame(Xtest)

colnames(Xtest) <- as.character(lrm_m[["terms"]][[3]])
} else {

Xtest <- Xtest[,-1]

Xtest <- as.data.frame(Xtest)

}
#Datum brauche ich nicht ... deshalb unname!
y_hat = as.matrix(unname(predict(lrm_m,Xtest)))

}

FHESHR S R R R A R S R R A R
# Fehlermessung- Funktionen:

#1) Root Mean Squared Error

rmse <- function(x_hat,x){
sqrt(mean(se(x_hat, x), na.rm = TRUE))

}

#2) Mean Absolut Predictive Accuracy Error
mapae <- function(x_hat,x){
mean(abs(x_hat - x), na.rm=TRUE)

}

#3) Mean Predictive Accuracy Error
mpae <- function(x_hat,x){
mean(x_hat - x)

}

S R R R R
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# Verlustfunktion:

# RMSE (Root Mean Squared Error)

LRM_rmse <- function(form, train, test) {
Y <- get_y(test, form)
Y_hat <- LRM(form, train, test)

rmse_erg <- rmse(Y_hat, Y)# Root Mean Squared Error

rmse_erg

}

LRM_mapae <- function(form, train, test) {
Y <- get_y(test, form)
# Y_tr <- get_y(train, form) (wird nicht bendtigt)
Y_hat <- LRM(form, train, test)

mapae_erg <- mapae(Y_hat,Y) #Mean Absolut Predictive Accuracy Error
mapae_erg

}

LRM_mpae <- function(form, train, test) {
Y <- get_y(test, form)
# Y_tr <- get_y(train, form) (wird nicht bendtigt)
Y_hat <- LRM(form, train, test)
mpae_erg <- mpae(Y_hat,Y) #Mean Predictive Accuracy Error

mpae_erg
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Maxtemp.plots.R

Dieses R-Skript dient ausschliefllich dazu, um Abbdilung 14 der Masterarbeit zu plotten.
Abbildung 14 zeigt den tatsidhlichen Prognosefehler bei der Hochsttemperatur.

#laden der benotigten Daten
load("C:/Users/potik/OneDrive/Dokumente/Fern
fH/Masterarbeit/Code/Daten/Maxtemp.embedded.rdata")

source("C:/Users/potik/OneDrive/Dokumente/Fern fH/Masterarbeit/Code/Verlustfunktion.R")

embedded_time_series <- embedded.Maxtemp

form <- target~.

outer_split <- .8

partition <- function(x, hat.ratio) {
len <- NROW(x)

if (class(x)[1] == "data.frame") {
train <- x[ seq_len(hat.ratio * len),]
test <- x[-seq_len(hat.ratio * len),]
} else {
train <- x[ seq_len(hat.ratio * len)]
test <- x[-seq_len(hat.ratio * len)]
}
list(train = train, test = test)

}

#kompletter Datensatz wird gemaR outer_split aufgeteilt
xp <- partition(embedded_time_series, outer_split)

# Teilung in Trainings- und Testdaten
train <- xp$train
test <- xp$test

# Prognosewerte
Y <- test[1]
Y_hat <- data.frame(LRM(form, train, test)) #prognostizierter Wert out-of-sample

#Prognosefehler plotten
error_00S <- Y_hat - Y
pdf("PE.pdf", width = 14/2.54, height = 17/2.54)

par(mfrow=c(2,1), cex.axis =0.7, cex.main = 0.9, cex.lab = 0.8)

plot.ts(error_00S, xlab="Tage",ylab="Celsius",lwd = 0.5, main="Ho6chsttemperatur -
tatsdchliche Prognosefehler™)

dev.off()
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B2 Daten
Daten.R

Das folgende R-Skript reproduziert alle bendtigten Daten fiur die Masterarbeit. Hierfir
werden synthetische Daten generiert: AR(2) und MA(1) Prozess bzw. reale Daten von der

Time Series Data Library (tsdl) verwendet.

library(tsensembler)

library(tsdl)

library(forecast)

library(xts)

HHHAHHEHHAHHFH A
#1) synthetische Daten generieren

# Laden der benotigten Funktionen

setwd("C:/Users/potik/OneDrive/Dokumente/Fern fH/Masterarbeit/Code/Daten")
source("C:/Users/potik/OneDrive/Dokumente/Fern fH/Masterarbeit/Code/Daten/simulateTS.R")
source("C:/Users/potik/OneDrive/Dokumente/Fern
fH/Masterarbeit/Code/Daten/Daten_Funktionen.R")

wh <- 1000 #1000 Monte Carlo Simulationen durchfiihren
WH_T <- 1:wh #Anzahl an Monte Carlo Simulationen
TS T <- 200 # Datenlange T der Zeitreihe (Time Series)

### Anwendungsszenario 1: AR(2)
AR2 <- lapply(WH_T,DGP1)

### Anwendungsszenario 2: MA(1)
MA1l <- lapply(WH_T,DGP2)

HHHAHHEHH A H A R
# 2) reale Daten

# Link fur Daten: https://pkg.yangzhuoranyang.com/tsdl/articles/tsdl.html
#install.packages("devtools")

devtools::install_github("FinYang/tsdl")

# 2 gewdhlte, stationdre Zeitreihendaten

Temp <- subset(tsdl, description = "temperatures in Melbourne")

# Mindest- und Hochsttemperatur in Melbourne

Temperatur <- list(max.Temp=Temp[[1]], min.Temp=Temp[[2]])

# Uberpriifen ob wirklich stationar

library(tseries)

adf.test(unlist(Temperatur[["max.Temp"]])) #p-value ist kleiner als ©.01 -> d.h. ja!
adf.test(unlist(Temperatur[["min.Temp"]])) #p-value ist kleiner als ©.01 -> d.h. ja!

# HOchsttemperatur in Melbourne in Zeitreihen-Format umwandeln

Maxtemp <- as.data.frame(Temp[[1]])

#Datum hinzufiigen

date = seq(from = as.Date("1981-01-01"), to = as.Date("1990-12-29"), by = 'day')
Maxtemp_ts <- cbind(Maxtemp, date) #Zusammenfiigen

Maxtemp <- xts(Maxtemp_ts$x, Maxtemp_ts$date) # in Zeitreihen-Format converten
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# Mindesttemperatur in Melbourne in Zeitreihen-Format umwandeln

Mintemp <- as.data.frame(Temp[[2]])

#Datum hinzufiigen

date = seq(from = as.Date("1981-01-01"), to = as.Date("1990-12-29"), by = 'day')
Mintemp_ts <- cbind(Mintemp, date) #Zusammenfiigen

Mintemp <- xts(Mintemp_ts$x, Mintemp_ts$date) # in Zeitreihen-Format converten

HHHHHH R R R R R R
#3) embedded Daten: Die Dimension ist abhdngig von der Annahme des Modells. hier
# wird angenommen, dass das Prognosemodell eine multiple lineare Regression mit
# zwei Regressoren ist. Die Embedding-Dimension ist daher 3!

# Anwendungsszenario 1: AR(2)

embedded.AR2 <- lapply(AR2, embed_timeseries, embedding.dimension = 3)
#Anwendungsszenario 2: MA(1)
embedded.MA1 <- lapply(MAl, embed_timeseries, embedding.dimension = 3)

# Anwendungsszeanrio 3: reale Daten - Hochsttemperatur in Melbourne
embedded.Maxtemp <- embed_timeseries(Maxtemp, embedding.dimension = 3)

# Anwendungsszeanrio 3: reale Daten - Mindesttemperatur in Melbourne
embedded.Mintemp <- embed_timeseries(Mintemp, embedding.dimension = 3)

HHHHHHEHHEH A
# 4) Abspeichern der generierten, synthetischen Daten

save(embedded.AR2, file = "AR2.embedded.rdata")

save(embedded.MA1l, file = "MAl.embedded.rdata")

#5) Abspeichern der realen, embedded Daten

save(embedded.Maxtemp, file = "Maxtemp.embedded.rdata")

save(embedded.Mintemp, file = "Mintemp.embedded.rdata")
B S
# 6) Plotten eines Beispielsprozesses der synthetischen Daten
plot.ts(AR2[[1]],xlab="Zeit",ylab="",1wd = 1.9, main="AR(2)")
plot.ts(MA1[[1]],xlab="Zeit",ylab="",1wd = 1.9, main="MA(1)")

par(mfrow=c(2,1))

plot.ts(Temperatur[[1]],xlab="Jahr",ylab="Celsius",lwd = ©.5, main="Hochsttemperatur in
Melbourne")

plot.ts(Temperatur[[2]],xlab="Jahr",ylab="Celsius",lwd = 0.5, main="Mindesttemperatur in
Melbourne")

FHESHIR S R R R A R R S R A R
# 7) Flr Beispiel in Literaturteil plotten
# stationadrer AR(1) Prozess mit phi = -0.9
arl_s <- arima.sim(model=1list(ar=-0.7), n=100, sd=1)
# nicht-stationdrer AR(1) Prozess mit phi = 1.6
arl_ns <- numeric(20) #leeren Vektor erzeugen, um die simulierten Werte zu speichern
arl_ns[1] <- rnorm(1l) #Anfangswert des Prozesses random wdhlen (zwischen © und 1)
phi <- -1.03
# AR(1)-Prozess simulieren
for (i in 2:100) {
arl_ns[i] <- phi * arl_ns[i-1] + rnorm(1)

}

# Abspeichern und plotten der Ergebnisse

pdf("AR(1).pdf", width = 17/2.54, height = 17/2.54)

par(mfrow=c(2,1), cex.axis =0.7, cex.main = 0.9, cex.lab = 0.8, mar=c(4, 3, 2, 2.1),
mgp=c(2,0.7,0))

plot.ts(arl_s,xlab="Zeit",ylab="",1lwd = 1.9, main=" (a). stationdrer AR(1)-Prozess")
plot.ts(arl_ns,xlab="Zeit",ylab="",1lwd = 1.9, main="(b). nicht stationdrer AR(1)-Prozess")
dev.off()
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Daten_Funktionen.R

Dieses R-Skript beinhaltet alle Funktionen, die fiir die Reproduktion der Daten benétigt

werden.

# Prozess positiv machen, indem Minimum subtrahiert wird und 1 addiert wird
positiv_Proz <- function(y) {
y - min(y) + 1

### Anwendungsszenario 1: AR(2)
DGP1 <- function(i) {
positiv_Proz(
as.vector(simulatelLinearTS(TS_T,

ar = TRUE,
ma = FALSE,
lags = 2,
seed = i,
maxRoot = 5,
n.start = 300)[["ts"]]

)
)
}

### Anwendungsszenario 2: MA(1)
DGP2 <- function(j) {
positiv_Proz(
as.vector(simulatelLinearTS(TS_T,

ar = FALSE,
ma = TRUE,
lags = 1,
seed = j,
maxRoot = 5,
n.start = 100)[["ts"]]
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B3 Priifen der Robustheit (Kapitel 9)
Daten_robustcheck.R

Dieses R-Skript reproduziert alle benotigten Daten fiir Kapitel 9 ,,Prifen der Robustheit"
in der Masterarbeit. Hierfiir werden synthetische Daten generiert: AR(2) und MA(1)
Prozess mit unterschiedlichen Datenldngen (T=50,100,200,350 und 500).

Der Code muss hier fiir die ausgewédhlte Datenldnge manuell angepasst werden. Sprich
bei einer Wahl von der Datenldnge T=50, muss ,,TS_T <- 50“ gewahlt werden und die

restlichen Zeitreihenldngen miissen als Kommentare gelassen werden.

#1) bendtigte Funktionen laden

#Laden der wichtigsten Funktionen

#Pfad muss wahrscheinlich gedndert/adaptiert werden bei Reproduktion der Ergebnisse
setwd("C:/Users/potik/OneDrive/Dokumente/Fern fH/Masterarbeit/Code/Daten")
source("simulateTS.R")

source("Daten_Funktionen.R")

library(tsensembler)

HHHHE
# 2) synthetische Daten generieren

# in diesem Pfad die Daten abspeichern
setwd("C:/Users/potik/OneDrive/Dokumente/Fern fH/Masterarbeit/Code/Robustheit")

# Datenldnge variieren! Je nach Wahl werden unterschiedliche Daten generiert

# ACHTUNG! Hier eine Datenldnge wahlen und Beschriftungen in 3) entsprechend anpassen!
TS_T <- 50 # Datenldnge T der Zeitreihe (Time Series)

#TS_T <- 100 # Datenldnge T der Zeitreihe (Time Series)

#TS_T <- 200 # Datenlange T der Zeitreihe (Time Series)

#TS_T <- 350 # Datenldnge T der Zeitreihe (Time Series)

#TS_T <- 500 # Datenldnge T der Zeitreihe (Time Series)

wh <- 1000 #1000 Monte Carlo Simulationen durchfiihren
WH_T <- 1:wh #Anzahl an Monte Carlo Simulationen

### Anwendungsszenario 1: AR(2)
AR2 <- lapply(WH_T,DGP1)
embedded.AR2 <- lapply(AR2, embed_timeseries, embedding.dimension

3) t#tembedded Daten

### Anwendungsszenario 2: MA(1)
MA1 <- lapply(WH_T,DGP2)
embedded.MA1 <- lapply(MA1l, embed_timeseries, embedding.dimension = 3) #embedded Daten

HHEAFH A AR R A S S E S R RS A S S S A P S R A H A

# 3) Abspeichern der generierten, synthetischen Daten

# ACHTUNG! Muss hier auch den Namen, wie es abgespeichert werden soll, andern/adpatieren!
save(embedded.AR2, file = "AR2.50.rdata")

save(embedded.MA1l, file = "MA1l.50.rdata")
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Main_Robustcheck_syn.R

Dieses R-Skript beinhaltet die notwendigen Codes, um die Ergebnisse fir AS.1 und AS.1
in Kapitel 9 ,Uberprifen der Robustheit zu erhalten bzw. um sie zu reproduzieren.
Hierzu wird der Einfluss der Datenlénge T tUberprift. Dabei wird die Datenldnge T auf

50, 100, 200 und 500 eingestellt und so die Ergebnisse untersucht.

Der Code muss in Schritt 1) manuell angepasst werden. Hier muss ausgesucht werden,
welche synthetische Datei (z.B.: MA(1)-Prozess mit einer Datenldnge von 50 oder ein
AR(1) Prozess mit einer Datenlidnge von 500) gewahlt wird. Bei der Berechnung und
Abspeicherung des relativen Fehlers in Schritt 3) muss der Name entsprechend des
gewéahlten Datensatzes angepasst werden. Dasselbe gilt fiir Schritt 4), bei der Berechnung

der skalenbasierten Fehlermalfe.

Die Entscheidung den Code manuell zu &ndern wurde getroffen, da die Durchlaufzeit des
Codes bei Verwendung einer Schleife sehr lange gedauert hiatte (iber zwel Stunden). Eine

Kopierung des Codes fiir jeden einzelnen Datensatz wurde als nicht sinnvoll erachtet.

# muss individuellen Pfad anpassen!
setwd("C:/Users/potik/OneDrive/Dokumente/Fern fH/Masterarbeit/Code/Robustheit")

HHHHE
# 1) Laden der bendtigten Daten und Funktionen

# hier entweder nur einen synthetischen Datensatz AR(2) oder MA(1) wdhlen oder BEIDE realen
Datensatze!

# AR(2)-Daten

#load("AR2.50.rdata")
#load("AR2.100.rdata")
#load("AR2.200.rdata")
#load("AR2.500.rdata")

#MA(1)-Daten
load("MA1l.50.rdata")
#load("MA1.100.rdata")
#load("MA1.200.rdata")
#load("MA1.500.rdata")

# muss individuellen Pfad anpassen!

source("C:/Users/potik/OneDrive/Dokumente/Fern fH/Masterarbeit/Code/Verlustfunktion.R")
source("C:/Users/potik/OneDrive/Dokumente/Fern
fH/Masterarbeit/Code/Validierungsverfahren.R")
source("C:/Users/potik/OneDrive/Dokumente/Fern
fH/Masterarbeit/Code/Funktionen_Ergebnisse.R")

### ACHTUNG! Hier erneut den richtigen Datensatz wahlen!!
#tembedded_time_series <- embedded.AR2
embedded_time_series <- embedded.MAl

HHEHHEEE R A A Rt A R R
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# 2) Gesamtdatensatz teilen
form <- target~.
outer_split <- .8 # Gesamtdatensatz gemaR 80/20 teilen

HHHHHAHHAFH A
# 3) relative Fehler

rel_kkv <- final_results_relativ(embedded_time_series,outer_split,form,LRM_rmse,5, "kkv")
rel _bkv <- final_results_relativ(embedded_time_series,outer_split,form,LRM_rmse,5, "bkv")
rel_mkv <- final_results_relativ(embedded_time_series,outer_split,form,LRM_rmse,5, "mkv")
rel_hv_bkv <-
final_results_relativ(embedded_time_series,outer_split,form,LRM_rmse,5,"hv_bkv")

rel_h <- final_results_relativ(embedded_time_series,outer_split,form,LRM_rmse,5,"h")

# relativen Fehler fiir Boxplot in eine Liste zusammenfiigen

# ACHTUNG: bei Aspeicherung den Namen entsprechend anpassen! bzw. auch rel_R_50 zum Beispiel
rel MA1 50 <- list(rel(rel_kkv),rel(rel_bkv),rel(rel_mkv),rel(rel_hv_bkv),rel(rel_h))
names(rel MA1 50) <- c("kkv","bkv","mkv","hv_bkv","h")

# abspeichern der Ergebnisse
save(rel_MA1 50, file = "rel_MA1.50.rdata")

B R S R
# 4) skalenbasierte FehlermaBe (RMSE, MAPAE, MPAE)
# die drei skalenbasierten FehlermaBe werden fiir alle 5 Validierungsverfahren berechnet:

# 'kkV' = k-fache Kreuzvalidierung

# 'bkv' = geblockte Kreuzvalidierung

# 'mkv' = modifizierte Kreuzvalidierung

# 'hv_bkv' = hv-geblockte Kreuzvalidierung
# 'h' = Holdout

# ACHTUNG: Namensanpassung!
sk_MA1_50 <- Fehler_skalenb(embedded_time_series, outer_split, form, LRM_rmse)
save(sk_MA1_50, file = "sk_MA1.50.RData")
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Main_Robustcheck real.R

Dieses R-Skript beinhaltet die notwendigen Codes, um die Ergebnisse von AS.3 in Kapitel
9 ,,Uberpriifen der Robustheit® zu erhalten bzw. um sie zu reproduzieren. Die Datenldnge

T wird auf 50, 100, 200 und 500 eingestellt und so die Ergebnisse untersucht.

Der Code muss teilweise manuell angepasst werden. In Schritt 2) muss die Datenlénge
gewahlt werden, anhand der in Schitt 3) der Datensatz angepasst wird. Bei der
Berechnung des relativen Fehlers in Schritt 4), sowie der skalenbasierten Fehlermafle in

Schritt 5) muss erneut ,,nur® der Name entsprechend modifiziert werden.

# muss individuellen Pfad anpassen!
setwd("C:/Users/potik/OneDrive/Dokumente/Fern fH/Masterarbeit/Code/Robustheit")

HHHHH R R
# 1) Laden der bendtigten Daten und Funktionen
load("C:/Users/potik/OneDrive/Dokumente/Fern
fH/Masterarbeit/Code/Daten/Maxtemp.embedded.rdata")
load("C:/Users/potik/OneDrive/Dokumente/Fern
fH/Masterarbeit/Code/Daten/Mintemp.embedded.rdata")

# muss individuellen Pfad anpassen!

source("C:/Users/potik/OneDrive/Dokumente/Fern fH/Masterarbeit/Code/Verlustfunktion.R")
source("C:/Users/potik/OneDrive/Dokumente/Fern
fH/Masterarbeit/Code/Validierungsverfahren.R")
source("C:/Users/potik/OneDrive/Dokumente/Fern
fH/Masterarbeit/Code/Funktionen_Ergebnisse.R")

B R R R
# 2) Wahl der Datenldnge

# ACHTUNG: Datenlange entsprechend der gewdhlten Datenlange anpassen!
T <- 50 #Datenlange

#T <- 100 #Datenlange

#T <- 200 #Datenlange

#T <- 500 #Datenlange

B B B B S g
# 3) Anpassung der Daten

# Beachte: bei einer Datenldnge von T=500 miissen letzten 148 (und nicht 48) Beobachtungen
geloscht werden!

## Maximmaltemperatur-Daten entsprechend anpassen:

Maxtemp <- embedded.Maxtemp

#letzten 48 Eintrdge ldschen, da ansonsten Dataframe nicht auf eine Liste von Dataframes
# mit einer Lange von 50/100/200/500 aufgeteilt werden kann

Maxtemp <- Maxtemp[1:(nrow(Maxtemp)-48), ]

# Dataframe in eine Liste von Dataframes

Maxtemp_list <- split(Maxtemp, rep(1:(nrow(Maxtemp)/T), each=T))

# Minimumtemperatur-Daten entsprechend anpassen:

Mintemp <- embedded.Mintemp

Mintemp <- Mintemp[1:(nrow(Mintemp)-48), ] #letzten 48 Eintrdge ldschen
# Dataframe in eine Liste von Dataframes

Mintemp_list <- split(Mintemp, rep(1:(nrow(Mintemp)/T), each=T))
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# Maxtemp_list und Mintemp_list zu einem Dataframe zusammenfiihren
embedded_time_series <- c(Maxtemp_list, Mintemp_list)

HHHHHH R R R R
# 4) Gesamtdatensatz teilen

form <- target~.

outer_split <- .8 # Gesamtdatensatz gemaR 80/20 teilen

B R R
# 5) relative Fehler

rel _kkv <- final_results_relativ(embedded_time_series,outer_split,form,LRM_rmse,5, "kkv")
rel_bkv <- final_results_relativ(embedded_time_series,outer_split,form,LRM_rmse,5, "bkv")
rel_mkv <- final_results_relativ(embedded_time_series,outer_split,form,LRM_rmse,5, "mkv")
rel_hv_bkv <-
final_results_relativ(embedded_time_series,outer_split,form,LRM_rmse,5, "hv_bkv")

rel_h <- final_results_relativ(embedded_time_series,outer_split,form,LRM_rmse,5,"h")

# relativen Fehler fiir Boxplot in eine Liste zusammenfiigen

# ACHTUNG: Namen gemdR Datenldnge anpassen!

rel R_50 <- list(rel(rel _kkv),rel(rel_bkv),rel(rel_mkv),rel(rel_hv_bkv),rel(rel_h))
names(rel R _50) <- c("kkv","bkv","mkv","hv_bkv","h")

# abspeichern der Ergebnisse
save(rel R 50, file = "rel R.50.rdata")

S R T
# 5) skalenbasierte FehlermaBe (RMSE, MAPAE, MPAE)
# die drei skalenbasierten FehlermaBe werden fiir alle 5 Validierungsverfahren berechnet:

# 'kkV' = k-fache Kreuzvalidierung

# 'bkv' = geblockte Kreuzvalidierung

# 'mkv' = modifizierte Kreuzvalidierung

# 'hv_bkv' = hv-geblockte Kreuzvalidierung
# 'h' = Holdout

# ACHTUNG: Namen gemaR Datenlange anpassen!
sk_R_50 <- Fehler_skalenb(embedded_time_series, outer_split, form, LRM_rmse)
save(sk_R_50, file = "sk_R.50.RData")
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Plots_robustcheck.R

Dieses R-Skript generiert die bendtigten Boxplots fiir Kapitel 9 und zeigt die Ergebnisse

der skalenbasierten Fehlermale.

# Laden der benotigten Daten (= AR- und MA-Prozesse mit einer Datenldnge von 50, 100,200
und 500)
setwd("C:/Users/potik/OneDrive/Dokumente/Fern fH/Masterarbeit/Code/Robustheit")

# Laden der relativen-Fehler Daten
load("rel_AR2.50.rdata")
load("rel _AR2.100.rdata")
load("rel_AR2.200.rdata")
load("rel_AR2.500.rdata")

load("rel MA1.50.rdata")
load("rel_MA1.100.rdata")
load("rel_MA1.200.rdata")
load("rel_MA1.500.rdata")

load("rel_R.50.rdata")
load("rel R.100.rdata")
load("rel R.200.rdata")
load("rel R.500.rdata")

# Plotten in Form eines Boxplots

# Anwendungsszeanrio 1: AR(2)-Prozess
par(mfrow = c(2, 2)) #Grafikbereich auf 2 Zeilen und 2 Spalte festlegen
#vertikale Beschriftung der einzelnen Boxplots und SchriftgroBe auf 0.8 einstellen
par(las =2, cex.axis =0.8)
boxplot(rel_AR2_50,ylim = c(0.4, 3.5),
names = c("k-fache KvV", "gebl. KV", "mod. KV", "hv-gebl. KV","Holdout"),
ylab = "Out-Set Fehler / In-Set Fehler",
main = "T = 50")
boxplot(rel AR2_100,ylim = c(0.4, 3.5),
names = c("k-fache KvV", "gebl. KV", "mod. KV", "hv-gebl. KV","Holdout"),
ylab = "Out-Set Fehler / In-Set Fehler",
main = "T = 100")
boxplot(rel_AR2_200,ylim = c(0.4, 3.5),
names = c("k-fache KV", "gebl. KV", "mod. KV", "hv-gebl. KV","Holdout"),
ylab = "Out-Set Fehler / In-Set Fehler",
main = "T = 200")
boxplot(rel AR2 500,ylim = c(0.4, 3.5),
names = c("k-fache KvV", "gebl. KV", "mod. KV", "hv-gebl. KV","Holdout"),
ylab = "Out-Set Fehler / In-Set Fehler",
main = "T = 500")

# Anwendungsszeanrio 2: AR(2)-Prozess
par(mfrow = c(2, 2)) #Grafikbereich auf 2 Zeilen und 2 Spalte festlegen
#vertikale Beschriftung der einzelnen Boxplots und SchriftgroRe auf 0.8 einstellen
par(las =2, cex.axis =0.8)
boxplot(rel_MA1_50,ylim = c(0.4, 3.5),
names = c("k-fache Kv", "gebl. KV", "mod. KV", "hv-gebl. KV","Holdout"),
ylab = "Out-Set Fehler / In-Set Fehler",
main = "T = 50")
boxplot(rel_MA1_100,ylim = c(0.4, 3.5),
names = c("k-fache KV", "gebl. KV", "mod. KV", "hv-gebl. KV","Holdout"),
ylab = "Out-Set Fehler / In-Set Fehler",
main = "T = 100")
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boxplot(rel_MA1 200,ylim = c(0.4, 3.5),

names = c("k-fache KvV", "gebl. KV", "mod. KV", "hv-gebl. KV","Holdout"),

ylab = "Out-Set Fehler / In-Set Fehler",
main = "T = 200")
boxplot(rel MA1 500,ylim = c(0.4, 3.5),

names = c("k-fache KvV", "gebl. KV", "mod. KV", "hv-gebl. KV","Holdout"),

ylab "Out-Set Fehler / In-Set Fehler",
main = "T = 500")

# Abbildung 19:
#tdev.off()

#vertikale Beschriftung der einzelnen Boxplots und SchriftgroRBe auf 0.8 einstellen

par(las =2, cex.axis =0.8)
boxplot(rel_MA1l_5080,

names = c("k-fache KvV", "gebl. KV", "mod. KV", "hv-gebl. KV","Holdout"),

ylab "Out-Set Fehler / In-Set Fehler",
main = "T = 500")

# Anwendungsszeanrio 3: reale Daten

par(mfrow = c(2, 2)) #Grafikbereich auf 2 Zeilen und 2 Spalte festlegen

#vertikale Beschriftung der einzelnen Boxplots und SchriftgroBe auf 0.8 einstellen

par(las =2, cex.axis =0.8)
boxplot(rel_R_50, ylim = c(0.4, 3.5),

names = c("k-fache KV", "gebl. KV", "mod.

ylab = "Out-Set Fehler / In-Set Fehler",
main = "T = 50")
boxplot(rel R_100,ylim = c(0.4, 3.5),

names = c("k-fache KV", "gebl. KV", "mod.

ylab "Qut-Set Fehler / In-Set Fehler",
main = "T = 100")
boxplot(rel R _200,ylim = c(0.4, 3.5),

names = c("k-fache KV", "gebl. KV", "mod.

ylab = "Out-Set Fehler / In-Set Fehler",
main = "T = 200")
boxplot(rel_R_500,ylim = c(0.4, 3.5),

names = c("k-fache KvV", "gebl. KV", "mod.

ylab = "Out-Set Fehler / In-Set Fehler",
main = "T = 500")

KV,

K",

KV,

Kv",

"hv-gebl.

"hv-gebl.
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# skalenbasierte Fehlermalle
load("sk_AR2.50.rdata")
load("sk_AR2.100.rdata")
load("sk_AR2.200.rdata")
load("sk_AR2.500.rdata")

load("sk_MA1.50.rdata")

load("sk_MA1.100.rdata")
load("sk_MA1.200.rdata")
load("sk_MA1.500.rdata")

load("sk_R.50.rdata")

load("sk_R.100.rdata")
load("sk_R.200.rdata")
load("sk_R.500.rdata")
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